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Their Evaluation Methodsfor Soft－Decision

IterativeDecodingAlgorithmsforBinary

LinearBlock Codes＊

Y朋皿血englもng

Abstract

FbrthedecodingofbinaryblockcodesImanyiterativesoft－decisiondecoding

algorithmshmbeenderived・Mostofthe8ealgorithm8aredevisedtofindthe

best（orthemogtlikely）codewordinaseriesofcandidaieswhichaReuSually

generatedbymea刀虐Ofsimpledecoders，SuCha8analgebraicdecoder，insuccessive

iterativestep8byuseofinfomationonthereliabilitymeasuresofthereceived

SequenCe．Tbteminatetheiterativeprocessintime，aterminationcondition

isused to restrict the zrtmberofiterativesteps ortested at the end ofeach

iterativestep．Fbrm血m－1ikelihooddecoding，theterminationconditionis
usual1ychosenasanOptimalitycondition・Thedecoderusedintemal1ymayfai1

togeneiatenewc皿didatecodewords（decodingfailureorrepetition）atsome

iterativesteps．Hence，theexecutionoftheseiterativestepsresultsunneCeSSary

decodingoperation＄andprolongsthedecodingdelaylUsuallyIattheendofead

iterativestep，SOmemOreCOnditionsaJeteStedtoco血roltheiterativeprocess

withoutdegradingtheerrorperfomanceofthealgoritlm・Ifoneoftheconditions

issatisfied，then，inafewsuccessiⅦiterativestepswhichareprearrangedbythe

algorithm，theinternaldecodercannOtgenerateanyCandidatecodewordwhich

maybebetterthaAthebestcandidatecodewordobtainedsofar）andthusthese

successiveiterativestepscanbeskipped．Suchaconditioniscal1edaruling－Out

condition．

Thisthesismainlydealswiththedesignandtheevaluationofoptimalitycon－

ditionsandruling－OutCOnditionsforiterativesoft－decisiondecodingalgorithms・

●Doctor，sThesis，I）epartmentofhfornatiozIProc6Sizlg，GraduateSchoolofInfomaiion

Science，Naqab6t加uteofScienceaAdTbclm0logy，NAJST－IS－DT9761027，Fbbruary8，2000・
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血first，aSuiBcientconditionIdenotedCondopt，h？fortheoptimalityofade－

codedcodewordbaBedonhreferencewordsarederiv寧dforanyiterativesoft－

decisiondecodingalgorithmsforbinaryblockcodeswhi血arebasedonthegen－

erationofaseriesofcodewordcandidates．

Next，forsomeconcreteiterativeso氏－decisiondecodingalgoritlms，SuChas

Chase－tyPedecodinga・lgorithms】SOmegeneralizationsofChasealgorithm，the

iterativemimimumweighttrelli＄SearCh（MWTS）decodingalgorithm，GMD－1ike

decodingandmultistageGMD－1ikedecodingISOmemOree鮎ctiveoptimalitycon－

ditionsandsomeruling－OutCOnditionsareproposed・

Then，aClassofnonlinearintegerprogrammingproblems（IPPs）whichcanbe

usedtoevaluatethepropo8edtestingconditionsareshown・Fbrsomeparticular

cases，theIPPsaresolvedcompletely・Especial1y）theⅡ）Prelatedtotheopti－

malityconditionCond。。t，h，denotedア（Q完），isinvestigated・TheIPPP（Q完）has

beensoIvedforh≦3inliterature．Fbrh≦5；itisshmthattheⅡ｝P7＞（Q完）

canbesplituniformiyintoafewsimplersub－IPPs，then血berofvariablesof

eachsub－IPPisonlyhalfofthatoftheoriginalIPP・Byuseofthissplitting，an

eifbctivealgoritlmforsolvingtheⅡ＞Pア（Q；）isgiven・Thenumberofoperations

ofadditionsandcomparisonsofrealnumb’ers†Whichisthedominantfactorofthe

computationalcomplexityofthealgoritlm）is＄howntobeoforderN2，WhereN

isthelengthofthecode・

AnimprovementoftheoptimalityconditionCondopt，hisproposedfurtherby

useofpartialinfoma七ionofthedistanCePrOfi1eofthecodelSomemethodsfor

evaluatingtheimprov℃doptimalityconditionforsomeparticularcaBeSareShown・

ThefirstfivesearchcentersofthemultistageChaBe－tyPedeco申ng息1gorithm

thatconsistsofaseriesofChaBe－tyPedecodingsforwhi血thenextsearchcenter

ischosenasthebestonea・mOngthewordsthathavenotbeenvisitedarealso

determined．Thenumberofoperationsofadditionsandcompari80nSOfreal

numbersforthedeterminationofthesear血centersisshαⅣntObeoforderTI

whereTisthenumberoferrorsthatcanbecorrectedinaniterative率epofa

Chase－tyPedecoding・

Ⅹeywords‥

Binaryblotkcode，iterativeso氏－decisiondecoding，maXimum－1ikelihooddecod－

ing，OPtimalitycondition）ruling－OutCOndition，integerprogrammlngPrOblem・
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Chapterl

Introduction

Thedecodingofbinaryblo血codesisaveryimpor七antPrOblembothin

codingtheoryandpracticalda七atransmission・Sofar，manyiterativeso氏－

d。Cisi。ndecodingalgorithmshaNebeendeveloped［1－12］，【17－27］，etC・Most

ofthesealgorithmsareqevisedtofindthebest（orthemostlikely）codewordin
aserie80fcandidateswhichareuBual1ygeneratedwithsimpledecoders，Sudas

analgebraicdecoder，insuccessiveiterativestepsbyuseofinfomationonthe

reliabilitymeasuresofthereceivedseqpence・ThegeneralizedminimwdistanCe

（GMD）decodingalgoritlmintroducedbyFbrney［21usesaseriesofa＾most

（dmin＋1）／2algebraicerrors－and－eraSureSdecodingtrialstogeneratethecodeword

candidates，Wheredministheminimum＝ammlngdistanCeOfthecode・Fbrthe

Chasealgorithm［1】，aboundeddistanCedecodingisimplementedaroundsome

searchcentersthatarewordsobtainedbyaddingthehard－decisiontupletothe

errorpatternSWhosenonzerocomponentsareCOnfinedtothosebitpositionswith

lessreliability・hrecentyears†thesealgorithmshavebeenimproⅦdandapplied

bymanytheoristsin［3－12】，【17－27］，etC・

Tbteminatetheiterativeprocessintime）aterminationconditionisused

torestrictthenumberofiterativestepsortestedattheendofea血iterative

step・Iftheiterativesoft－decisiondecodingalgorithmism血址elihood
dec。ding（MLD），WhichdecodesareceivedseqTlenCetOtheoptimal（orthemost

likely）codeword，theterminationconditionisusual1ychosenasanOPtimality

conditionwhichmayberenewedintheiterativeprocess・Attheendofan

iterativestep，ifanOptimalityconditionissatisfied，thenthebestcodeword

1



Candidateobtainedsofaristheoptimalcodewordandtheiterativeproc鰯is

terminated・AneBctiveoptimalityconditipncanprovidefastte血皿ationto

theiterativeproce8SOfaniterativesoft－decisionm血m－1ikelihooddecoding
dgori也m．

hgeneral，foraniterativesoft－decisiondecodingalgoritlm，thedecoderused

internal1ymay払iltogeneratenewcodewordcandidates（decodingfailureorrep－

e七ition）a＾someiterativesteps．Hence，theexecutionoftheseiterativesteps

PrOlong8thedecodingdday・Therefore†itisdesiredtoreducetheiterativesteps

a＄manyaSpOSSibleandthedecodingcomplexitywithoutdegradingtheerrorper－

fomanceofthealgorithp・U8ual1y，attheendofeachiterativestep，SOmemOre

Suitablydevi8edconditionsarete8tedtocontroltheiterativeproc鰯・

Out COnditionsand earbr terznination condltions aretwo cla∬eS Ofsuch

kindoftestingconditionswhichhawebeenusedwidely・

Ⅱatuling－OutCOnditionissati串ed，then，inafewsucce∬iveiterativesteps

Whichareprearrangedbythealgorithm†theintemaldecodercannotge皿erate

anyCOdewordcandidatewhichmaybebetterthanthebestcodewordcandidate

Obtainedso払rlandthusthesesuccessiveiterativestepscanbeskipped・An

earlyterminationconditioncanbeviedasthe＄trOngeStVerSionofaruling－

Out COndition・Ifanearlyteminationconditionis8atisfied，thenthereisno

improⅦme血tonerrorperformanCebyanyfurtheriteration，andthustheitera七ive

PrOCeSSisterminated．

Iti8WOrthwhileandpossibletodevisee蝕ctivetestingconditionsformany

We11－kncrwniterativesoft－decisiondecodingalgorithms・Thisthesismaihlydeals

withthedesignandthecomputationalcomplexityanalysisoftestingconditions

foriterativesoftJecisiondecodingalgorit

hChapter2，anOPtimalitycondition，denotedCond。Pt，h，baBedonhreference

WOrdsarederivedforanyiterativesoft－decisiondeco申ngalgorithmsforbinary

blockcodeswhicharebasedonthegenerationofa＄eriesofcodewordcandidates．

ThesimphfiedacceptanCeCriterionintroducedbyTbipaleandPursley［25］for

GMDdecodingisthesimplestparticularcaseofthisoptimalityconditionwith

h＝1・IngeneralIthelargerthenumberhofthereferenceⅦ℃rds，themorepower－

fu1theoptimalitycondition・ByuseofthesearchregionwhichhaBbeensearched

Orwi11besearchedinthenextafew8teP8bytheiterativedecodingalgorithm，a

2



generaloptimalityconditionandageneralruli町OutCOnditionareproposed・Ⅵ砧

addressaCha．se－tyPedecodingalgorithmasaniterativesoft－decisiondecoding

algoritlmwhichconsistsofaseriesofboundeddistanCedecodingslmplemented

aroundsomewordsobtainedbyaddingaglVenWOrdICal1edseardcenter，tOthe

error．patternSinatestsetthatispre－determinedor血osenintheiterativepro－

cess．somee鮎ctivetestingconditionsarealsodevisedforaCh娼e－tyPedecoding

algoritlmifthetestsetisthepre－deteminedsetoftheerrorpattemswhose

nonzerocomponentsareconfinedtoafewleastreliablebitpositions・Thetesting

conditionsusedin【11】and［12］arepartic山打CaSeSOfthoseproposedinthis血p二

ter．FbrsomegeneralizationsofChasealgorithm，theiterativeminimum間ight

tre11issearch（MWTS）decodingalgorithm，GMD－1ikedecodingand皿Itistage

GMD－1ikedecoding，SOmee鮎ctiveoptimali七ycondi七ionsarealsoproposed・

hChapter3，thetestingconditionsproposedinChapter2arefomulated

uniformiyintotheoptimalvalueofaclassofnonlinearintegerprogr血g
problems（IPPs），Whi血canalsobeappliedinmanyOtheriteratiⅦSOft－decision

decodingalgoritlm＄forbinaryblo血codes・Fbrsomeparticularcases，theⅡ＞Ps

aresoIvedcompletely．

FbrtheoptimalityconditionCond。，t，h，therelatedIPP，denoted7，（Q完），is

c。nSideredinChapter4．Fbrh≦3，theIPPア（Q完）hasbeensoIvedin【17日19］，

andappliedeEbctivelyin［21】．Sincetheobjectfunctionofア（Q完）isnonlinear

andhas2hv拡iables，thereis＝nOknownmethodwhichsoIvesite蝕c七ivelyfor

largeh．Fbrl≦h≦5，Ⅶ℃SPlittheIPPア（Q£）idoafewsimplesub－IPPs，the

number。fvariablesofeachsub－IPPisonlyhalfofthatoftheoriginalIPP・Then

s。me曲ctivealgorithmsforsolvingtheIPP7，（Q完）forl≦h≦4areshm・Fbr

thecaseh＝4，thesub－IPPsaresplitfurtherintosomesimplersub－IPPswhi血

canbesoIvedsimplybyitera＾ion・Thenumberofoperationsofadditionsand

comparisonsofrealnumbers】Whi血isthedominantfactorofthecomputdional

complexityofthealgorithm，isshoⅧtObeoforderNforh≦3，andoforder

N2forh・＝4，WhereNisthelengthofthecode・IttumsoutthatCondopt・4

canalsoreduceslgmificantlytheamragedecodingcomplexityandprovidefast

terminationofthedecodingiterationwithoutdegradingtheerrorperformance

aBCondopt，hwithh≦3does・Animprcrvementoftheoptimalitycondition

Condopt，hisproposedfurtherbyuseofpartialinformationofthedistaACePrOfile
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Ofthecode．Someevaluationmethodsforsomeparticulaxcuesoftheimprovd

Optimalityconditionareshm．

AmultistageChase－tyPedecodingalgoritlm，COnSistingofseveralstagesof

Cha£e－typedecodings，isinvestigatedinChapter5．ThefirststageofChase－type

decodingistheoriginalChaBedecoding．AttheendofeachstageofChaBe－type

decoding，thesearchcenterofthenextstageofChase－typedecodingischosen

asthebestoneamOngthewordsthathavenotbeenseaxchedbytheChaBe－type

decodingsimplementedalready［13］．Thefirstthreesearchcentershawealready

been determined．hthischapter，tWOalgorithnsfordeterm皿mgthefourth

andfifthsearchcentersarepresented，reSPeCtively．Fbrthesetwoalgorithms，

thenumber80foperationsofadditionsandcompari80nSOfrealnumbers，Which

arealsothedominantfactorofcomp11tationalcomplexityofthealgorithms，am

ShmtobeoforderT，WhereTisthenuhberoferrorsthatcanbecorrec七edin

aniterativestepofaChaBe－tyPedecoding．
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Chapter2

TbstingConditionsfor

Soft＿DecisionIterativeDecoding

Algorithms

2．1　DefinitionsandNotations

LetV全GF（2）．Fbrconvemience，thetwoelementsOandlinVwi11beviewed

asintegerswhentheyaremultipliedbyintegersorrealnumbers・Fbrapositive

integerN，1etVNdenotethesetofal1binarysequencesu＝（ul，u2，・・・・uN）of

lengthN・SupposeabinaryblockcodeC⊆VNwithminimumdistanCe屯血is

usedforer，。rC。nt，0lovertheadditivewhiteGaussianmise（AⅣGN）申annel

withbinary－Phase－Shift－keyed（BPSK）signaling・Assumethateachcodewordis

tranSmittedwiththesameproba・bility・BeforethetranSmissionofacodewordc＝

（cl，C2，・・・，CN）∈C，Cismappedintothebipolarsequencec＝（xl，r2，・・・，CN）

withxj全2匂－1∈‡1，－1）・山theoutputofamatchedfi1terinthereceiver，

the，eCeivedseq叫enCerelatedtothecodewordcisr＝（rl，r2，・・・，rN）with

ri＝Xi＋wi，Whereforl＜i＜N，Wi，sarestatistical1yindependentGanssian

，and。mVa，iableswithzeromean．Letz＝（zl，Z2，・・・，ZN）bethebinaryhard－

decisionseqpencewhi血isabinarysequenceobtainedfromrby

句会〈三；；；完；3：再2，…，凡
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Fbrl≦j≦N，thereliabilityofhard－decisionsymbol勾Canbemeasuredbythe

magnitudelrjJsinceitisproportionaltothelog－likelihoodratioassociatedwith

句・

Fbru＝（ul，u2，．．．，uN）∈VN，thecorrelationbet間enuandtherecei

SequenCerisglVenby

〟（可＝∑（2叫－1）r‘・
i＝1

（2．1）

FbracodewordcinC，thelargerthecorrelationM（c）is，thelargertheprobむ

bilityofctobethetranSmittedcodeword．

馳r髄＝（伽1，勒，…，叫Ⅳ）∈y〃，de丘ne

pl（可全（盲：叫≠勾，1≦盲≦Ⅳ右

p。（叫全‡1，2，…，呵＼pl（叫，

ム匝）全　∑　帖
i∈pl（髄）

（2．2）

（2．3）

（2．4）

Itfollowsfrom（2．1），（2．2）and（2．4）thatM（u）canbeexpressedinternsof

〟（z）弧dエ（可視

〟（可＝∑（2叫－1）r‘
i＝1

＝∑（2z‘－1）r‘－∑（2勾－2叫）r‘

＝〟（z）－2ム（可．

L（u）iscalledthecorrelationdiscrepancyofuwithrcspecttohard－decidon

sequencez．FbranySub8etTofVN，1et皇［T］全minueTL（u），andwrite甜】全

＋∞払rconvenience．

Themaxirm址enhooddecoding（MLD）maybestatedintemsofthe

COrrelationdiscrepanCyaS：Thedecoderdecodesthereceivedsequencerintothe

OPtimalcodewordc。Pt∈CwithL（c。Pt）＝皇【C］・Ifzisacod色word，thenzis

theoptimalcodewordsinceL（u）≧0＝L（z）foranyu∈VN．

LetIDAdenoteaso氏，decisioniterative decodingalgorit血mforC．Ⅳ

thebinaryhand－decisionsequencezisinC，thenzisoutput asthedecoded

codewordandthedecodingprocessterminates．Otherwise，IDAstartS丘omthe
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firstite，ativestep．血thej－thiterativestep，IDAperfornsthefo1lowingtwo

sub－prOCedures（G）and（T）：

（G）Generationofacodewordcandidate：AregionR（j）issearchedbyaninternal

decodertofindthebestcodewordc（j）with

エk（j））＝皇【R（j）nq・　　　　　　（2・5）

Thecodewordc（j）iscal1edthecodewordcandidategeneratedatthej－th

ite，ativestep．ⅣR（j）nC＝¢，nOCOde間rdcandidateisgeneratedatthej－th

iterativestep．hthiscase，C（j）isundefined，andisdenoted＊・Fbrconvemience，

wedefineL（＊）全＋∞．Let

舶）全山瑚．

ち（∞）全6坤）．

Fbrcomnience，define

（2・6）

（2．7）

AcodewordcandidatecissaidtobebetterthananOthercodewordcandidate

clifL（c）＜L（cl）．Amongaspecifiedsetofcandidatecodewords，aCOdeword
candidatecissaidtobethebestifL（c）a血ieⅦStheminimum・

Letcb。St（j）bethebestcodewordinRp（j）nCwith

エ（q加感（j））＝皇【ち（j）nC］・ （2・8）

Wbdenotecbest（j）＝＊ifち（j）nC＝¢・

（T）Tbs七Ofterminationcondition：Ifanewcandidatecodewordisgenerated，

thenatermina七ioncondition，abbreviatedtoCondT，istested・IfCondTissat－

isfied，thencbest（j）isoutputasthedecodedcodewordandthedecodingprocess

teminates（if・＊，isoutput，IDAfailsindecoding）・Ifanewcodewordc弧didate

isnotgenera七edorCondTisnotsatisfied，IDAproceedstothe（j＋1）一thiterative

Step．

htheendofthissection，Weintroducesomenotationswhid＝弧℃uSedinthe

remainderofthethesis．
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恥rl≦盲≦ブ≦Ⅳ，d成ne【相全（盲，豆＋1，…，カ∴如r髄＝（叫，祝2，…，軸），

V＝（vl，V2，・・・，VN）∈VNandanonemptysetZ⊆【1，N］，define・

d即（叫Ⅴ）全l（壷∈J：叫≠刷．

馳r∫＝（豆1，査2，…，豆m）而tbl≦豆1＜盲2＜…＜豆m≦〃，

緑髄）全（‰叫2，…，祝㍍）．

（2．9）

（2．10）

Ⅵ砧abbreviatedk，【1，叫（u，V），屯［iJ］（u，V）andp柑（u）to4zI（u，V），dH，iJ（u，V）and

PiJ（u），reSPeCtively．

Fbrsi皿plicity，hereafterthroughoutthethesis，Weaおumethatthebitposi－

tionsl，2，…，Nareorderedaccordingtothere追abilityordergivena8fo1lows：

困≦lγ21≦…≦lrⅣl・　　　　　　　（2．11）

Fbrconvenience，Wedefiner∞全＋∞・Fbranysub8etX⊆‡1，2，・・・，N，∞）

andintegerj，letXぴ）denotethesetofjsmallestintegersinズ＼（∞）ifl≦j≦

［X＼（∞）J，theemptyset4ifj≦0，the8etXu†∞）ifj＞JX＼（∞）I，reSPeCtively．

Fbru∈VNandapositiveintegerd，define

0。（可・全（り∈Ⅴ〝：壷（叩）≦礼

∂。（可全（℡∈ⅤⅣ‥ゐ（叩）≧埠

（2．12）

（2．13）

2．2　GeneralOptimalityCondition

旺theIDAisanMLDIthetermizlationconditionCondTisusuallychosen

asanOPtimdityconditionIdenotedCondopt・∬Condoptissatisfiedatsome

iterativesteplthenthebestcandidatecodewordobtainedso払ristheoptimal

COdeword・Aneifbctive Condopt canprovidefastterminationtotheiterative

PrOCeSS・BelowwefirstgiveageneralCond。Pt，Whichcanbeincorporatedinany

IDAthatisbaBedonthegenerationofaseriesofcodewordcandidates．Thena

Cond。ptforcbest（j）withuseofRp（j）isshown．

Letul）u2）・・・）uh）Cal1edreferencewords†behwordsinVN，andlet

dlId2I・・・Idh，Cal1edreferencedistances）behpo＄itiveintegers・NbwweglVea

●
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CondoptbaBedonthesereferencewordsandreferencedistances・Let

堵ゐ，…崩れ髄2，…，勒）全ⅤⅣ＼色町（叫））

＝∩∂句（叫）

＝‡Ⅴ∈ⅤⅣ‥血（叫，℡）≧句払rl≦ブ≦叶（2・14）

WbhaNethefo1lowingslmPlelemma・

Le皿a2．1：IfacodewordcbestinU袈10句－1（u5）satisfies

エ（q感）≦皇【喋ふ．．，。ん（叫，Ⅶ2，‥・，叫）】，　　　（2・15）

thenthe。Ptimalcodewordc。，tmuStbelongtothesetU袈10句－1（uj）・Fbrther－

more，Wehavecbest＝Cpptif

掬戚）ヰ∩拉0句－1（叫））］・（2・16）
Lemma2．1notonlydefinesareglOnWhichcontainstheoptimalcodeword

coptbutalsoprovidesaCondoptforthecandidateswhichhavebeengenerated・

ItcanbeincorporatedinanyIDAwhichisbasedonthegenerationofaseries

ofcodewordcandidates．H珊eVer，thee鮎ctivenessofLemma2・1issigmificantly

in触encedbytheselectionofthereferencewordsandthereferencedistanCeS・h

generalIWeCanSelectthereferencewords＆omthepreviouslygeneratedcandidate

codewords，Whi血aretrustedtopossesslowcorrelationdiscrepanCies，andtake

“thecoveringdistanCearOund吋，assuredbytheIDAa＄thereferencedistance

relatedtothereferenceworduj・

Theoptimalitycondition（2．15）wi11alsobereferredaBCondopt，h・Ingeneral，

thelargertheh，thestrongertheoptimalityconditionCondopt，h・However，aBthe

numberofthereferencewordsgrowsslgnificantly）thecomputationalcomplexity

forevaluatingthelowerbound皇【tid，，．．．，。h（ul，u2，・・・，uh）】grⅣSSignificantly・

Thus，Onlythemostrece血Candidateandthosepossessinglargercoveringdis－

tanCeSOrSmal1ercorrelationdiscrepanCiesare血osenasreferencewords・The

e，aluationofthelowerbound皇【咤d，，．．．，＆h（ul，u2，・・・，uh）］wi11beconsideredin

Chapter4・

Nex七WeCOnSidertogiveaCond。，tforcbe＄t（j）withuseofRp（j）・

9



Lem2・2：LetUbeasubsetofRp（j）nC・Ifcbe8tU）≠＊，then

エ（eb劇（j））≦劃（ⅤⅣ＼ち0））∩Ⅴ（打）】 （2・17）

isaCond。Ptforebest（j），Where

V（打）全（≠∈ⅤⅣ＝ね（叫e）≧屯血敗北e∈り．一　　（2．18）

ProoftFbranyX⊆VN，itfo1lo耶fromU⊆B，U）nCandC＼U⊆V（U）t

（ズ＼ちび））nC＝（ズ＼ち寝））∩（C＼（ち（j）nC））

⊆（ズ＼ちび））∩（C＼打）

⊆（ズ＼ちぴ））∩Ⅴ（り・

Ifthecondition（2．17）holds，thenfrom（2．19）withX＝VN，

皇【q＝mh（皇【（ⅤⅣ＼ち（j））nq，封ちU）nq）

≧mh‡皇【（ⅤⅣ＼ちU））∩Ⅴ（り】，ム（q感（川）

＝エ（q，劇（刃），

i・e・Cb．8tU）istheoptimalcodeword．

（2．19）

hSections2・4to2・7，theCond。PtS（2・15）and（2・17）w揖beconBideredfurther

forsomeconcreteIDAs．

2．3　GeneralRuling－Out Condition

Sometimes，theIDAmay鮎1togenerateanewcaAdidatecodeword（decoding

払ilureorrepetition）ataniterativestep．Hence，theexecutionofthiskindof

iterativestep6reSultsunneCeSSarydecodingoperationsandprolongsthedecoding

del町・ThereforeIitisdesiredtoreducesuchiterativestepsasmanyaspossible・

Attheendofthej－thiterativestep，forsomejl＞j，a（j，jl）一ruhg－Out（useless

iterativesteps）condition，denotedCondRO，istested．IfCondROissatisfied，

thenbetweenthe（ブ＋1）－thiterativestepandthejl－thone，theintemaldecoder

CannOtgenerateanyCOdewordcandidatewhichmaybebetterthancb．s．（j），and

tlmstheseiterativestepsmaybeskipped・A（j，＋∞）－ru1ing－OutCOnditionisalso

Calledearlyter血ioncondition，denotedCondET．
Thefo1lowinglemmagivesaCondRObyuseofthesetPp（jl）＼R，（j）・
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Lemma2．3：Fbrjl＞jandU⊆Rp（j）nC，

エ（eb傍t（川≦皇【（ち（ブ′）＼ち（ブ））∩Ⅴ（の］ （2・20）

isa（j，jl）一ruling－OutCOndition・

p，。。壬Ifthecondition（2．20）holds，thenforanycodewordc∈Rp（j’），from

（2．19）witbズ＝ち（の，間bave

エ（c）≧皇【ち（ブ′）nq

＝血n佳［（ち（ゴ′）＼ち（j））nq，劃ち（j）nC】）

≧min位【（ち（j′）＼ち（川∩Ⅴ（打）】，エ（q触感（j））‡

＝エ（q触感（刃）・

Hencethecondition（2．20）isa（j，jl）－ru1ing－OutCOndition・

hSection2．4，theCondR。（2．20）wi11beconsideredfurtherforChase－Type

2．4　TestingConditionsforChase－TypeDecod－

ingAlgorithm

Fbraw。，dtl∈VNandpositiveinteger＄toandTWhich・ぬt坤0＜

t。≦L（dnin－1）／2」andl≦T≦N－tO，aChase－tyPedecodingalgo－

ritbm，denotedChaBe（v，f。，T），isdefinedasanIDAwhi血performSbounded

distanCe－iodecodingaroundthewordv＋eforeveryewhosenonzerocom－

ponentsareco血edtothefirstTbitpositions・eiscalledatesterrorpattern・
chase（z，L（dznin－1）／2」，Ldmin／2」）istheoriginalCha8edecodingalgorithm【1】・

Ⅵ毎c。nSide，tOgivesome・uSefu1testingconditionsforChaBe（v，tO，T）・Fbr

simplicity）WeaBSumethetesterrorpatternS訂egeneratedinbinaryorderand

lete（j）denotethej－thtesterrorpatternwithl≦j≦2T・Thati＄，e（j）＝

（e（j）1，e（j）2，．．．，e（j），，0，・・・，0）istheN－tupleinVNwhi血satisfies

∑e肋2ト1＝ゴー1・
i＝1

11
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hthej－thiterativestep，thesearchreg10nis

属（ブ）＝‡髄∈ⅤⅣ：ゐ（叫甲（刃）≦ち）， （2．22）

wherev（j）全v＋e（j）iscal1edthesean血centeratthej－thiterativestep．

Wbw山use（2．17），（2・20）andthefo1lowinglem皿atOgivesomeconcrete

testingconditionsforCbase（v，tO，T）．

もeⅡ皿a2．4：（1）馳rl≦g≦丁＋1，Weh肌喝th出

ち（が‾1）＝（％∈ⅤⅣ：屯岬（叫甲）≦ち）・

（2）Fbr2ト1＜j≦2Lwithl≦l≦T，Wehavethat

（2．23）

月（ブ）＼ち（2ト1）＝（u∈ⅤⅣ‥㌘り（可＝クリ（℡U）），血細岬（叫り）＝舌0）・（2・飢）

（3）Fbr2l－1≦j，＜j≦21withl≦l≦T，Wehawethat

（月び）＼ち（2ト1））∩（月（j′）＼ち（2ト1））＝¢・

Proo£（1）Ftom（2．21），WeSeethat

（e（か1≦j≦2ト1）＝（e∈ⅤⅣ：ク岬（e）＝0）・

（2．25）

（2．26）

Proofof⊆．Fbru∈RU）withl≦j≦2L‾1，itfo1lowsfrom（2．22）and（2．26）

tbat

勾伊（叫Ⅴ）＝屯岬（笹竹＋e（j））≦毎（叫Ⅴ（幻）≦fo，

andthLSubelongstotheright－handsideof（2．23）．

Proofof⊇‥Fbranyu∈VNwithdH，lP（u，V）≦lo，from（2・26），WeSeethatthere

isanintegerjwithl≦j≦2l－1suchthat

㌢リー1（eぴ））＝恥－1（≠＋℡）弧d凱Ⅳ（e（j））＝0，

and七山遁

壷（叫甲＋e（刃）＝ゐ，岬（叫り）≦fo・
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ThismeanSthatu∈R（j），andthusu∈R，（2l－1）byR（j）⊆R，（2ト1）・

（2）Since2l．1＜j≦2L，thetestpatterne（j）satis丘es

e（ゴ）i＝1and動＋LⅣ（e（幻）＝0・ （2・27）

Proofof⊇．恥rany≠∈ⅤⅣwitb

㌢り（可＝訝り（Ⅴ（j））andd即＋岬（叫Ⅴ）＝士0，

from（2．27），WeSeet

血（叫Ⅵ（川＝屯叫Ⅳ（叫り＋e（j））＝屯机，〝（叫ル）＝fo，

屯岬（叫Ⅴ）＝屯机，Ⅳ（叫U）＋屯り（Ⅴ（丑℡）＝fo＋1・

HenceubelmgstoR（j）＼R，（2l．1）by（2・22）and（2・23）・

Proofof⊆．Fbranyu∈R（j）＼R，（2t－1），from（2・22），（2・27）and（2・23），WeSee

tbat

fo≧血（叫Ⅵ（j））＝屯り（叫U（j））＋屯帆Ⅳ（叫Ⅵ）

≧屯り（叫Ⅴ（川＋屯伊（叫り卜1≧dⅡふょ（叫Ⅵ（j））＋fo・

Hence，屯1，，（u，V（j））＝0anddH，l＋1，N（u，V）＝to，andthenubelongstothe

right－handsideof（2・24）・

（3）Fbr2ト1≦j＜jt≦2l，ffom（2・21）and（2・26），Wehave

∑e（ゴ）‘2i－1＝仁1≠′－、1＝∑e（ブ′）‘が，

andtlmspl，l（e（j））≠pl，l（e（jl）），itisequivalentto

㌘り（り（j））≠㌢り（り（の）・

Tben（2．25）餌1珊S如m（2・24）弧d（2・28）・

（2．28）

2．4．10ptimality Conditionsfor Chase－TypeDecoding

Algorithm

馳rl≦g≦丁＋1，丘om（2．23），

ⅤⅣ＼ち（2ト1）＝‡‰∈ⅤⅣ‥屯岬（叫Ⅴ）≧fo＋1）・

13
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∬打誌asnbetof属p（が‾1）nC，血om（2．17）弧d（2．29），

エ（q感（2ト1））≦封匝∈Ⅴ〃：屯伊（叩）≧去。＋1）∩Ⅴ（明　（2．30）

誌aCond叫払rcb戚（2ト1）・

NowweconsidertogivesomeCond。PtSforcbest（j）for2l－1＜j＜21with

l＜J＜丁．Sincewebave

ち（j）＝ち（2ト1）∪

from（2．22）and（2．23），WeSeethat

V〝＼ち（ブ）＝（u∈Ⅴ〃：屯岬（叫℡）≧fo＋1，

血（町坤））≧fo＋1fbr2ト1＜豆≦カ．（2．31）

IfUisa＄ubsetofちu）nC，thenfrom（2・17）and（2・31），

ム（eb戚臼））≦皇t（≠∈ⅤⅣ：屯岬（叫℡）≧fo＋1，

ゐ（町坤））≧fo＋1如ゼ‾1＜豆≦カ∩Ⅴ（打）】（2．32）

isaCond。Ptforcb．d（j）・IfUcontainssomecodewordc弧didatesc（i）sucht

2t．1＜i≦j，thenwecanignorethesei，sintheright8ideof（2．32）without

e蝕ctingitsvalue・AIso，from（2・23）to（2．25），WeSeethat

VⅣ＼ちU）＝（ⅤⅣ＼ち（2り）∪（ち（2り＼ち（川

＝‡≠∈ⅤⅣ：屯帆Ⅳ（叫り）≧fo＋1iu

U‡髄∈ⅤⅣ：ダリ（可＝訝り（坤）），屯机，Ⅳ（叫Ⅴ）＝£ふ（2．33）
j＜i≦が

andthenwegetanOtherver8ionof（2・32）：

エ（eb戚U））≦mh‡封‡髄∈ⅤⅣ：屯机が（叫り）≧f。＋1‡∩Ⅴ（り】，

j芝恕（抽∈ⅤⅣ：恥（叫＝勒仰）），屯帆Ⅳ（叩）＝局∩叩）］））・（2・34）

WbnoticethattheCond。Ptgivenby（2・32）（ortheCond。Ptgiventv（2．34））is

suitableonlyforthecaBeS’that（j－2l－1）（or（2しj））isasmal1integer，Otherwise，
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thecomputationalcomplexityoftheevaluationoftheright－handsideof（2・32）

（or（2・34））maybeverylarge・

If2ト1＜j≦2L－1＋2L，－1holdsforsomeintegerlIwithl≦ll＜l，then

（2．34）canbewritteninanewformwhi血maybeeⅦ1uatedmoreeasily・・Since

anintegerisatisfies2l－1＋2ll－1＜i≦21ifandonlyife（i）satisfies

pり＿1（e（豆））≠0，e鮎＝1and動＋叩（e（豆））＝0，

from（2・33），WehaNethat

VⅣ＼ち（ブ）＝（u∈ⅤⅣ：屯帆Ⅳ（叫Ⅴ）≧fo＋1）∪

‡‰∈ⅤⅣ‥屯り－1（叫Ⅴ）≧1，叫≠明，屯机，Ⅳ（叩）＝fo）u

U　（≠∈ⅤⅣ：餌（可＝餌（坤）），屯帆Ⅳ（叫廿）＝電0），
ブ＜i≦2ト1＋21し1

andthus，foranySubsetUofRp（j）nC，

ム（q出離（川≦min拉伽∈ⅤⅣ：屯帆Ⅳ（叩）≧fo＋1）∩Ⅴ（鞘，

封匝∈ⅤⅣ：屯り＿1（叩）≧1，叫≠町屯帆Ⅳ（叫り）＝舌0）∩Ⅴ（明，

j＜針秘－1（抽∈ⅤⅣ：鋸（可＝pl，刷）），
屯帆Ⅳ（叫智）＝fo）∩Ⅴ（打）］‡）　（2・35）

isaCond。Ptforcbed（j）with2l－1＜j≦2L－1＋2l’－1andl≦l，＜l・

TheCond。，．givenby（2・35）i＄Suitablefortheca5eSthatthepositiveinteger

2t－1＋2l，－1－jisverysmau．Especial1y，ifj＝2ト1＋2Z’‾1，then（2・35）givesthe

払1lo血gCond叩七飯q威（2ト1＋2ト1）‥

ム（cb戚（2ト1＋2‡′－1））≦min佳伽∈ⅤⅣ：dE，帆Ⅳ（叩）≧軸＋1）∩Ⅴ（ぴ≠

封匝∈ⅤⅣ：布け1（叫Ⅴ）≧1，叫≠町d即＋岬（叩）＝fo）∩Ⅴ（打）】）・（2・36）

Clearly，foranyi≦jandsubsetUofち（j）nC，

エ（q鵬痍（川≦墨【（Ⅴ〃＼ち（豆））∩Ⅴ（打）】

isalsoaCond。Ptforcbest（j）・

15
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Accordingto（2・37），WeCangetSOmeuSefu1Cond。ptSfurther．Fbrexample，if

2ト1＋2l’－1≦j＜2L－1＋2llforsomellwithl≦l，＜l，thenforanysubsetUof

ち（ブ）■nc，

エ（q出離（川≦劃（ⅤⅣ＼ち（2ト1＋2J′‾1））∩Ⅴ（打）］

＝mh（封（髄∈ⅤⅣ：屯机が（叫ル）≧f。＋1）∩Ⅴ（り】，

劃（髄∈ⅤⅣ：屯り－1（叫ル）≧1，叫≠勒屯叫Ⅳ（叫℡）＝f。）∩Ⅴ（鞘）（2．38）

誌aCond叫払rq感（カ．

Fbranyjwith2t－1≦j＜2LandsubsetUofR，（j）nC，

エ（q感U））≦劃（yⅣ＼ち（2ト1））∩Ⅴ（と用

＝皇伽∈ⅤⅣ：屯岬（叫℃）≧電0＋1）∩Ⅴ（り】　（2．39）

isalsoaCond。ptforcbed（j）・

2・4・2　Ruling－Out Condi七ionsfor Ch鮎e－TypeDecoding

Algoritbm

Fbrintegersll，l2andlwithO≦ll＜l2＜l≦T，WeSeethatanidegeri

Satisfies2l－1＋2ll＜i≦2l．1＋212ifandonlyifpLl＋1｝，（e（i））isnotequaltothe

al12；erO（l2－ll）－tuPle（0，0，．．．，0）and

動汗1が（e（り）＝動射甘〝（e（2ト1＋1））＝恥．叩（e（2ト1＋2Jり）．

Hence，from（2・24）and（2．25），WeSeethat

ち（2ト1＋2∫2）＼ち（2ト1＋2∫1）＝†％∈ⅤⅣ：屯姑1克（叫℡）≧1，

釣汗1J（可＝釣汗刃（甲（2ト1＋2～2）），屯叫Ⅳ（叫℡）＝f。‡．（2．40）

IfUisasubsetofR，（2L－1＋211）nC，thenfhm（2．20）and（2．40），

エ（c抽（2ト1＋2∫1））≦劃‡≠∈ⅤⅣ：屯小1，ら（叫Ⅴ）≧1，

抑止1，∫（可＝侮叫（Ⅴ（2ト1＋2∫2）），壷井岬（叫Ⅴ）＝ま。）∩Ⅴ（こ用．（2．41）

isa（2l－1＋2tl，2l．1＋2L2）－ru1ingiOutCOndition．
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FbrllwithO＜l，＜l－1andjlwith2l－Ll－1≦jl＜2l－l’，WeSeethataninteger

isati8fiesj12ll＜i≦（j，＋1）2l’ifandonlyif

卯＋叩（e（豆））＝抑．1，Ⅳ（e（j′2J′＋1））・

Hence，from（2．24）and（2・25）weseealsothat

ち（（ブ′＋1）2り＼ち（げ）＝

‡‰∈ⅤⅣ：卯．り（可主神．り（Ⅴ（げ＋1）），屯帆Ⅳ（叫り）＝fo）・（2・42）

IfUisasubsetofP，（j12t’）nC，from（2・20）and（2・42），

エ（q触感（ブ′2り）≦皇伽∈ⅤⅣ‥抑．り（≠）＝卯．り（り（jザ＋1）），

屯机，Ⅳ（叫甲）＝fo）∩Ⅴ（【用（2・43）

isa（j12l’，（jl＋1）2l’）－ru1ing－OutCOndition・UII＝0，then2t．1≦jl＜21and（2・43）

givesa（jl，jl＋1）－ruling－OutCOndition：

エ（鴫戚の）≦皇伽∈ⅤⅣ：訝り（可＝㌘り（廿（j′＋1）），

屯机，Ⅳ（叫Ⅴ）＝fo‡∩Ⅴ（打）】　（2・44）

Ifll＝l－1，thenjl＝1and（2．43）givesa（2l－1，21）－ruling－OutCOndition：

エ（q廊（2ト1））≦皇伽∈ⅤⅣ：叫≠恥屯帆〃（叩）＝fo）∩Ⅴ（鞘・（2・45）

瑚2丁）＼ち（2ト1）＝・∪（ち（2り＼ち（2ト1））

＝∪‡≠∈ⅤⅣ：叫≠叫，屯机Ⅳ（叫Ⅴ）＝f品

ifUisasubsetofR，（2ト1）nC，thenfrom（2・20），

抽嘘（2ト1））≦だ無位伽∈ⅤⅣ：叫≠明，屯叫Ⅳ（叩）＝to）∩叩）］）（2・46）

isaCondETatthe2l－1－thiterativestep・

Clearly，foranyi≦j＜jlandsubsetUofRp（j）nC，thefo1lowing

エ（句est（j））≦皇【（ち（ブ′）＼ち（豆））∩Ⅴ（打）］
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isalsoa（j，jI）－ruling－OutCOndition・Accordingto（2・47），WeCanalsogetsome

usefu1CondRO，sfurther．

Fbrexample，for2l－1＋2ll≦j＜2ト1＋2L2withO≦ll＜l2≦l－1andsubset

打ofちび）nC，

エ（q感U））≦皇【（ち（2ト1＋2∫2）＼ち（2ト1＋2り）∩Ⅴ（り】

＝劃‡≠∈ⅤⅣ‥転1＋1J2（叫ル）≧1戯．1J（可＝払出（℡（2ト1＋2‡2），

屯机が（叫Ⅴ）＝軸）∩Ⅴ（り】・　　　　（2．4可

isa（j，2ト1＋2L2）一ruling－OutCOndition．

恥り′2r≦ブ＜ぴ′＋1）2J′扇tbO≦g′≦ト1and2ト」′－1≦ブ′＜2ト」′，弧d

mbet打ofち（ガロC，

ム（q廠（川≦劃（ち（ぴ′＋1）2り＼ちび′2り）∩Ⅴ（打）】

＝劇†u∈ⅤⅣ‥卯＋1J（叫＝卯＋1J（Ⅴ（ぴ′＋1）が′）），

ゐル岬（叫℡）＝fo）∩Ⅴ（り】（2．49）

i8a（ブ，（jl＋1）2ll）－ruling－OutCOndition．

Fbr2l，1≦j＜2tandsubsetUofR。（j）nC，

エ（¢b感心））≦皇【（ち（2り＼ち（が‾1））∩Ⅴ（叫】

…皇伽∈ⅤⅣ：叫≠勒屯机が（叫Ⅴ）＝f。）∩Ⅴ（打）】（2．50）

isa（j，21）－ru1ing－OutCOndition．

2．4．3　TheUseoftheT由tingConditions

hSubsections2・4・1and2・4・2，WePr鰯entafewtestingconditionsforthe

Chase－tyPedecodingalgorithm・Belowwegivesomesuggestionsabouthcwto

usetheseconditionsfactual1y．

A・Atthe2ト1－thiterativestep，（2・30）i＄teSted・Fbr2L－1＜j＜2l，aCond。。t

istestedifandonlyifthebe8tCandidatecodewordisrenew由，i．e．cbest（j）≠

q廠（j－1）・AfavorableorderoftheCondqpt，sisasfo1lows：a）（2．39），b）（2．38）；

c）（2．35），d）（2・34），e）（2・32）・

B・SincethesetUin（2・37）canbechosenasasubsetofRp（i）nC，thestrongest
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CondoptthathaBbeenevaluatedbeforethej－thstepisalsoa8uiRcientcondition

oftheoptimalityofcbest（j），anditisrecommendedtote＄tthisonebeforeany

otheroneistested．

C．Atthe2ト1－thiterativestep，itissuggestedtofindanintegerllwithO≦ll≦

l－1aslarge・aSpOSSiblesudthat（2・43）holdswithll＝llandjl＝2l－ll－1firstly・

Ifitisfailureinfindingsuchanintegerll】theboundeddistance－tOdecodinglS

implementedaroundv（2l－1＋1）andletll＝0・Thenitissuggestedtofindan

integerl，withll＜l2≦l－1aslargeaspossiblesuchthat（2・41）holds・Ifitis

failureinfindingsudanin七egerl2）thesuccessiveiterativestepsareimplemented

tillthebestcodewordcandidateisrenewed，Otherwise†itissuggestedtofindan

integerllwithO≦ll≦l，aSlargeaBpOSSiblesudhtha尤（2・43）holdswithl’＝ll

andjl＝2l－ll－1＋2l2－ll，弧dsoon・Whenthebestcodewordcandida七eisrenewed，

itsoptimalityistested．Ifnooptimalityconditionissatisfied，thecondition（2・50）

istested．If（2．50）isfalse，itissugges七edtofindanintegerl2aBlargeaBPOSSible

s血that（2．48）holdsoranintegerllaslarge．aspos＄ible＄udlthat（2・49）holds・

IfitisfailureinfindingsuchintegersIthentheboundeddistanCe－tOdecoding遁

impleme血edti11thebestcodewordcandidateisrenewed，andsoon・

D．Sincein（2．47）thesetUcanbeasubsetofR，（i）nC，them血mofal1the
（i，jl）－ru1ing－OutCOnditionswithi≦jthathavebeenevaluatedbeforethej－th

iterativestepisalsoan（j，jl）－ru1ing」Ou七COndition，anditisrecommendedtotest

thisonebeforeanyOther（i，jl）－ru1ing－OutCOnditionistested・

E．Ab。utthechoiceofthesubsetUofR，（j）nC・Sincethecomputational

complexityfortestingoftheconditiongro耶WhenIUIincreases，Uis．usual1y

d。SenaSaSmal1subsetofR，（j）nC，forexample，1etUconsistof：a）thebest

candidatecodewordcb。S．（j），b）thebesttwocandidatecodewords，C）the・best

candidatecodewordcbest（j）andthenewestcandidatecodeword，etC・Sometines，

thetestingconditionswithU＝¢alsoworkswell・

F．Wbalsono七ethatif4H（v（j），C）≦toforsomecodewordcthenthecandidate

code間rdgeneratedatthej－thiterativestep皿Stbec，i・e・C（j）＝C・Hence，ai

thej－thiterativesteptheboundeddistanCe－fodecodinglSneedtobeimpleme血ed

●
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0山yif

dH（即日），C）≧電0＋1，払ramc∈ち（ブ）nC・ （2・51）

h［11】and［12］，Kaneko etal・PrOpOSd twoIDAsby considering the

Chue（z，t。，T）cohbinatingwithsometestingconditions，Wheret。全L（屯血－

1）／2」andT全N－t。．Sincet。＋T＝N，theChaBe（z，T，f。）isMLDinthis

CaSe．BelowweglVea．reviewtothesetwoIDAs．Thetestingconditionsused

in［11】and［12］aresomesub－CWeSOfthoseproposedinthepreviotlSSeCtion．

SomesuggestionsforimprmgthetestingconditionBwithoutbigincrea紀inthe

COmPutationalcomplexityarealsoproposed．

FbranytWOCOdewordsclandc”ofC，1et

ム（d，J′）全　∑lr‘I，
i∈℡l（ビ，ビ′）

仔1（J，e〝）全p。（J）（も血－L（1p岬）‡岬岬′）t）／2」）．

Fbranytwocodewordsclandc′′ofCandanintegerlwithl≦l＜T，1et

ち（d，d′，g）全　∑　州
毎℡2（ビ，どり）

wbere

（2．52）

（2．53）

（2．54）

℡2（J，J′，g）全p。（d）（も血－L（lp岬）仰1岬′）け／2卜炉1）

∪（J＋り＋2，…，J＋fo＋1）・　（2．55）

・pl（仰0（佃血TL旦姐妄空地」，飢∈亀碇（d，？），
lpl（≠）∩【g＋1，珊≧fo＋1，肋‰∈ち（2丁）＼ち（2り，

thefollowing七woinequalitiesaregivenin【12］：

エー）≧ム（e′，・d′），如髄∈弘也（c′，d′），

エ匝）≧ち（d，d′，g），知≠∈（ち（2つ＼ち（2り）∩咤n血（J，d′）・
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FbrtheIDAproposedin【12］，afterthegenerationofanewcandidatecbest（j），

i．e．cb。S．（j）≠cbe＄t（j－1），thecondition

エ（cbest（川≦エ1（q触感（j），C（1））　　　　　（2・56）

istestedasチnOPtimalityconditionofc（j）・andanintegerTischosenasthe

smal1e＄tOneWhichsatisfies

エ（q触感（川≦ム2（q鵬鏡（丑e（1），r），　　　　（2・57）

andthenitisconcludedthatthedecodingprocesscanbeteminatedafterfin－

ishingthe2T－thiterativestepIOrinother：：WOrds，

エ（q触感（j））≦エ2（q噸t（丑c（1），り， （2．58）

ischosenaBaCondETatthe2しthiterativestep・

WbnoticethatthecomputationalcomplexityoftheIDAcanbereduced

simplybyreplacingthedeterminationofTafterthegenerationofea血new

candidatecb。St（j）withthetestoftheCondET（2・58）forj＝21attheendofthe

2l＿thiterativestep．Wbalsoseeeasilythatthetestingconditions（2・56）and（2・58）

祀1bemorepowerfulifthec（1）isreplac？dsimplybyacandidatec（io）which

satisfies［Dl（c（i。））l＝minl≦i5j］Dl（c（i））l，andthecomputationalcomplexityis

almostthesame．

Clearly，thefo1lowingCondoptglVenbyLemma2・1：

エ（cb窃t（川≦皇【吃n，も血（q僧t（丑c（1））】，　　　（2・59）

isstrongerthantheCond。，t（2・56），andthefo1lowingCondETgivenby（2・46）‥

エ（q戚（川≦皇【（ち（2丁））＼ち（2り）∩亀，も血（q感（j），e（1））】，（2・60）

isstrongerthantheCondET（2・58）・Theinformationofc（1）usedinthetesting

condition8（2．56）and（2．58）isthecardinalitylDl（c（1））tofthesetDl（c（1））only・

ThisisoneoftheiradvantagesIandareasonforlesspowerfu1aBWell・According

totheresultofSection4．3，We

皇【吃n，ち血（q戚（j），e（1））】＝∑lれし
i∈℡き
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wbere

てロ3

△

〈（p00∪か£ピ／2」））（も血岬1（旬戚び））け，げ（≧0，（p00Upiぴイ）／2」））（も血－lpl（e（1川），汀（＜0，

p00全p。（q感心））np。（c（1）），

p。1全p。（q戚（j））npl（c（1）），

pl。全pl（e抽（川np。（e（1）），

（全Ipl（c（1））l－1pl（q血U））ト

Wb8eethattheevalua＾ionof皇【亀血（cbed（丑c（1））】isalmostaBeaBya8that
OfLl（cb。dU），C（1））．hgeneral，thecomputationalcomplexityforevaluatingthe

皇【（ち（2丁））＼ち（2り）∩亀，も血（q嘘∽，串））】短評e由一七山皿ち（q細び），C（1い）
insomeextent．However，forthepointofviewofmigthenumberofbounded
distancedecoding8，itisworthwhiletotestthemorepowerfultestingconditionsif

Onlythecomputationalcomplexityforevaluatingtestingconditionsi＄nOtgreater

significantly．W白山sosbethatthetestingconditions（2．59）and（2．60）willbemore

POWerfu1ifthec（1）isreplacedsimplybyasuitablyselectedc弧didate，Su血誠

thesecondbestoneamOngthecandidateswhichhambeenobtaindso紘一，and

thecomputationalcomplexitya血oremainstobethesamebyandlarge．

Nowweconsiderthetestingconditionsusedin【11】．Fbr2E．1≦j＜2t，letlI

bethelargestintegersuchthat2ll）jandletjl＝j2‾r，bytakingU＝¢in（2．43）

wegeta（幻＋2t’）－ruling－OutCOnditionasthefo1lowing：

エ（eb戚（川≦劃（％∈ⅤⅣ：卯＋り（可＝卯＋1J（り（ブ＋1）），丸損が（叫Z）＝土用

＝∑e（ブ＋1）凧＋∑巨叫l・
i＝JJ＋1　　　　　　　　　　i＝0

（2．61）

Ifj＝2l－1，thezl（2・61）becomes

エ（eは（2ト1））≦封（髄∈ⅤⅣ‥叫≠z∫，屯机が（叫Z）＝fo）】＝∑れ．－l，（2・62）

itisa（2t－1，2L）－ruling－OutCOndition・If（2・62）holdsforl＝lo，thencbd（210－1）＝

cbe5t（2tO）andthus丘omIrl。［≦lrt。＋h＋1lweseethat（2・62）holdsforl＝lo＋1・

Hence，（2．62）isaCondETattheendofthe2l－1－thiterative盲tep・Becausethe
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IDAisMLD，（2．62）isalsoa．Cond。Ptforcb．st（2L－1）・hdeed，thiscanalso－be

concludedsimplyfrom（2．30）withU＝¢・

FortheIDAproposedintll】，theru1ing－OutCOndition（2・61）istestedbefore

eachiterativestep．Ifthenexttesterrorpatternise（2l，1＋1）and（2・61）is

satisfied，thenthecbest（2l－1）isoutputaBthedecodedcodeword（itisth？Optimal

codeword）andthedecodingprocessisterminated・

2．51七sting Conditionsfor Generalizations of

ChaseAlgorithm

h［27】，anIDAisproposedtogeneralizetheChaBealgorithmbyshiftingthe

wayofgeneratingthesear血centersaroundwhi血theboundeddistanCe－tOde－

codingisperfomed．Moreprecisely；a．SeriesofwordsvO）∈VNaqedetermined

aBtheseaxchcentersbeforethedecoding，Su血astheoriginalChasealgoritlm，Or

duringthedecodingprocess・hthej－thiterativestep，theboundeddistanCe－tO

decodingisperformedaroundvO）．Letc（j）betheoutputofthej－thiterative

StePandwdte

‰（ブ）

dU）

△

△

〈

〈

c（刃，正eO）≠＊，

Ⅴ（外ih（刃＝．＊，

屯血，廷c（j）≠＊，

fo＋1，狂cU）＝＊・

（2．63）

（2．64）

Tbenwebave

ち（ブ）⊇UOd（中1（項））・

TlmsfromL（cbes．（j））＝皇【Rp（j）］andlemma2・1，

エ（e血（川≦皇【喘）朋，．．．灘）（可1），≠（2），…，≠（川】　（2・65）

isanOptidalityconditionofcbestU）・

AboutthedeterminaAionofthesear血cen七ers，thefollowingmethodispro－

posedin［17］：A＝血eendofthej－thiterativestep，thenextsearchcenterv（j＋1）

ischosenin咤d，，．．．，dh（ul，u2，・・・，uh）suchthat

エ匝（ブ＋1））＝皇【喋ふ．．血（叫，叫，・‥，勒）］，
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Wherethepairs（ul，dl），（u2，d2），・・・，（uh，dh）aue8electedfromthepairs（u（1），

d（1）），（u（2），d（2）），…，（u（j），dU））whichauedefinedby（2．63）and（2．64）．

2．6　Tbsting Conditions　forIterative MWTS

DecodingAlgorithm

htheiterativemhimum－Wdghtsub－treuisseaRCh（MWTS）decodingalgo－

ritlm［19］forbinarylineaJCOdes，thefirstcodewordcandidatec（1）isobtaind

byasimpledecoder，SuChaBtheorderedstatis七icsdecodingofthe2；erO－thorder

Orthefirstorder［3］・Atthej－thiterativestepwithj＞1，thenextcandidate

COdeァordc（刃isthebestcodewordin（v∈C：4E（v，C（j－1））＝Wl‡whidl

ObtainedbyMWTSaroundcU－1），Wherewl（＝屯血）isthemi血mwdght．

Thereisnodecodingfai1ureateachiterativestep．

Thenfor3＞1thesear血reglOnatthej－thiterativestepI5

月び）＝Ow2－1（c（ゴー1））＼‡eU－1）），

Wherew2isthesecondsmallestweightofC・Sincec（i）∈R（i）fori≧1，WehaNe

tbat

O叫＿1（e（り）⊆月（豆），払r盲≧1，

andtb闇，払rJ＞1，

ち（ブ）＝ち（J）∪

⊇（白 （Ow2＿1（e（豆－1））＼‡c（i－ 1）｝））∪（白owl－1（c（i）））
UOwl＿1（e（刃）．

Hence，fromL（cbestU））＝L［Rp（ブ）】andlemma2．1，

エ（q戚び））≦皇【喘‥．，W抑（e（1），…，e（ノー1），e（ブ川

isanoptimalityconditionofcbest（j）．
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2．7　Tbsting Conditionsfor Generalizations of

GMDDecoding

2．7．1　GMD－LikeDecoding

Fbrnonnegativeintegerssandtsuchthats＋2t＜d血andv∈VN，the

decodingwhichcorrects・serasuresinthefirstsbitpositionsandtorlesserrors

intheremainingbitpositionsofinputviscal1ed（s，t）－decodingwithrespect

to tJ．Let

p全〈；；

ifも血誌even，

otherwise．
（2．68）

Fbrv∈VN，theGMD一址edecodingGMD（v）isdefinedasanIDAforwhich

the（2j－P－1，P－j）－decodingwithrespecttovisexecutedinthej－thiterative

stepforl≦j≦p全（屯血＋p）／2・GMD（z）istheoriginalGMDproposedby

Fbrney［2］．FbrGMD（v），Wehave

鞘）＝（u∈ⅤⅣ‥壷胡＿タ，Ⅳ（叩）≦β－カ，払rl≦j≦β・（2・69）

Fbrsimplicity，Write

r（豆，dル）全‡％∈ⅤⅣ：屯2巾，Ⅳ（叩）≧み

Itfo1lowsfrom（2．69）that

ム刷））≦柏紬上司
isanOptimalityconditionofcb。St（j）forl≦j≦p・

Itisprwedin【18］thattheN－tuPleuu）＝（uY），uy），・・・，u9）with

髄！j）＝

†zi＋1，ifi＋pisevenandl≦（i＋p）／2＜j，

Or2メーク≦壷≦β＋メーク，

zi，　　Otherwise）

isthetupleinni＝1T（i，P－i＋1，Z）suchthat

叫び））＝弛掬ぃ汗ヰ
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（2．71）
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htheremainingpartofthissection，1etjbea－fiⅩedintegersat坤ingl≦

j≦p．BelowforanyN－tuPlev∈VN，withamethodsimilartothatusedin

［18］，Wewi11determineatupleu■intheset

榊）全〈r（豆，β一行1，里）

エ（㌦）＝皇【雪（可】・

SuCbth鵬

（2．74）

（2．75）

FbranyⅣ－tupleu∈VNandintegersilandiJJwithl＜il＜iJJ＜N，define

エ伊（句会　∑　仙
ダ≦i≦iJl，叫≠勾

AccordingtheresultofSection4．3，WehaⅦ

塾頭好（ブ，dル）】＝　　　∑　　　困，
柁（po（ヤ）∩【和一p，呵）（d－▼）

T全Ipl（Ⅴ）∩【2仁ク，刑．

Clearly，

エ和一pが【r（ブ，d，可】＝

〈0，　払rd≦丁，＋∞，払rd＞Ⅳ－2ブ＋p＋1，

andfbrT≦d≦Ⅳ－2ブ＋p，

』【r払d＋1，Ⅴ）ト　』【r払dル）】≧ねヤト

Ⅵねdefineintegersh，カー1，…，ムbyinductiona8thefonowings：

方全
〈丁，　　　抒β－ブ＋1≦丁，タープ＋1，汀β－J＋1＞丁，

and払rl≦豆＜J，

ム全†

ん1＋lpl（甲）∩（2豆－p，2盲一夕＋1）l，軋hl＞β一夏，

ん1＋2，軋hl≦β一豆弧dγ2句＝明仁叶1＝1，

A＋1＋1，Otherwise．
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（2．77）

（2．78）

（2・79）

（2．80）

（2．81）

（2．82）



Ⅵねcanseeeasilytb加

点≧β一豆＋1，払ri＝1，2，…，ブ・

Letu■denotetheN－tupleinVNsuchthat

pl（呵∩［2メーク，呵＝（p。（Ⅴ）∩【2仁p，叫）（再十1ィ），

andfbrl≦査＜2メーク，

址；＝†；，＋1’

ifi＋p．iseven，f（巾）／2＋1＝P－（i＋p）／2，

叫＝勾and明＋1＝勾＋1，

otbe川南e．

Ffomthedcfimitions，WeCanSeeeaBilytha七

月＝屯2再，Ⅳ（髄＊，Ⅴ），払r壷＝1，2，…，ブ，

（2．83）

（2・糾）

（2β5）

（2．86）

andtlmsby（2．83）weseethatu＋belongsto7；（v）・WbhaNethefo1lowinglemma・

Lemma2．5：u＊belongsto7；（v）andsatisfies（2・75）・

ProoたSeeAppendixA．

Renark：Ifv＝Z，thenT＝0andh＝P－i＋1forl≦i≦jandtlmsu■is

jtLStthetuplegivenby（2・72）・

2．7．2　MultistageGMD－LikeDecoding

Fbraposi七iveintegerh，a皿山tistageGMD－1ikedecodhg【13］consists

ofsuccessiveGMD（v（t））forl≦l≦h，血erev（1）全zandv（l）isthebestword

inn…去7；（v（L’））whichsatisfies

坤り）＝掘研）いrl＜g≦九・

Ft。m（2．72），WeSeethatv（2）＝（vi2），Vf），・・・，掘りisgivenby

vま2）＝

〈

勾＋1，ifi＋pisevenandl≦（i＋p）／2≦p，

勾，　　Otber而se・
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Letues．（j）denotethebestcodewordcandidateattheendofthej－thiterative

8tePOfGMD（v（l））．Thenthefo1lowing

上皿j））≦車（り）偵研））］，（2・叫
isanOptimalityconditionofue＄．（j）．Bel珊WeCOnSidertoevaluateright－hand

Of（2．89）払rヱ＝2andl≦ブ≦β．

LetjbeafiⅩedintegerwithl≦j≦p．LetU■bethesetoftuplesu事in

雪（℡（2））∩ち（ヱ）wbid＝泊tis村

エ（㌦）＝劃雪（廿（2））∩ち（瑚．　　　　　　（2．90）

Thustheright－handsideof（2．90）canbeevaluatedbyanytupleinU■．Tbgive

Sudatuple，WeglVealemmaatfirst．

IJeコ皿a2．6：Thereisatupleu＋inU＊suchthat

l）屯2r脚（髄■，Z）＝1・
2）馳r富∈【1，呵＼【2一夕，2β一夕＋1】，‰；＝み

3）fbrl≦豆≦β，

†≠；巾＋勿巾，砿示1＋勿巾＋1）＝Ⅴ （2．91）

ProoたLetu■beanarbitrarytupleinU＋・Clearly，Weha代dk，2p－P，N（u■，Z）≧1・

If屯2p・TP，N（u＋，Z）≧2，Wewi11provethatthereisatupleulinU■sudlthat

屯2タづ，Ⅳ（‰‘，Z）＝屯2叶ク，Ⅳ（髄■，Z）－1・

Leti’denotethesmallestintegerwithi’≧2p－Pandu；≠zil・Ifu；i＿P＋1≠勿iTP＋1

foral11≦i＜p，thenthetupleulcanbechosenasthetuplesuchthat

祝；′＝勾・and鮎；＝可，払r豆≠豆′．

Ifu；iTP＋1＝Z2i－P＋1forsomeintegeriwithl≦i＜p，1eti′′bethelargestoneof

suchkindofintegers・Thenthetupleulcanbe血osenasthetuplesuchthat

髄；′＝Z‘′，砿・′＿押≠z2‘・′1仙

髄；＝髄；，払r盲∈【1，呵＼（盲′，2豆′′一夕＋1）．
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Byinduction，WeCanaBSumethatdⅡ，2。TP，N（u＋，Z）＝1，i・e・u■satisfiesl）・

Ifu；≠zilforsomeilwithil≧2p＋2－P，thenthetupleulwith

髄；′＝勾′，鳴叩＋1≠和一叶1，

髄；＝髄；，払r盲∈【1，叫＼（豆′，2クーp＋1），

i5dsoin雪（Ⅵ（2））∩ち（z）弧dエ（叫≦エ（が）・

Ifp＝0andu；≠zl，thenthetupleulwith

‰1＝Zl，弧d髄；＝祝；，払r盲＞1，

誌a血oin雪（Ⅴ（2））∩7；（z）皿dエ（〟）≦エ（㌦）・

Thu8，WeCanalsoaBSunethatu；＝Zifori∈【1，N］＼【2－P，2p－P＋1］，i・e・

2）bolds・

Clearly，（2．91）bolds払r査＝β・

Ifthereisanintegeriwithl≦i＜psuChthat

髄；巾＝Z2巾and髄；巾＋1＝勿巧叶1，

1etilbethelargestoneofsudkindofintegers・Thentheremustexistaninteger

i′′withil＜i′′＜PSuCht

髄芸‘・′っ≠物′一夕and髄；‘′・一軒1≠物′っ＋1・

WもcanseeeaBilythatthetupleulwith

≠ち‘′＿叶1≠拗一叶1，視ち‘′′－p＝物′一針

u；＝髄；，知豆∈［1，呵＼（2豆′－p＋1，2盲′′一夕），

isalsoin雪（甲（2））∩7；（z）皿dエ（叫≦ム（㌦）・

Hence，WeCanaSSumefurtherthatl∈（u；i＿P＋z2i－P，u；i－P．1＋z2i－P＋1）holds

Ifu芸il－P≠z2i，－Pandu；i・－P＋1≠z2il－P＋1forsomeintegerilwithl≦il＜p，

thenthetupleulwithand

物＿p＝物一夕，and叫＝髄；，加古≠2豆′一夕，

isin雪（甲（2））∩7；（z）andエ（〟）≦エ（㌦）・
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Thu＄，Weh折eprOVedthatthereisatupleu■inU■suchthatl），2）and3）

areva舶d．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Let汀beapermutationof［1，b］suchthat

tγ2ト叶1仁丹吻一夕l≦ね′一軒1トIr2i′－pl　　　　　（2・92）

holdsforallintegersiandilin［1，dwith訂（i）＜訂（i，）．Let打‾1denotethereverse

permutationof訂，i．e．訂‾1isthepemutationof［1，dsuchthat

訂‾1（汀（豆））＝盲，加古＝1，2，…，β．　　　　　　（2．93）

Fbra町8ubsetZof［1，d，血teq［I］全（汀（i）：i∈Z）andletu・（Z）全

（u；（Z），u；（Z），…，鳴（Z））denotetheN－tuPleinVNwhichsatisfie8

鳴＿p（∫）≠触っ弧d鳴巾＋1（∫）＝勿一叶1，知慮∈∫，　　（2・94）

鳴再（∫）＝匂ゎ弧d砿サ1（∫）≠勿巧叶1，払r査∈【1，d＼J，（2・95）

髄；（∫）＝勾，負汀豆∈【1，叫＼【2一夕，2β一夕＋1］．　　　　　（2・96）

Definesubs由ち，ち－1，…，Lof［1，dbyinductionasthefo1lowing：

ち全町－1【（咄，d】）（r（ヶづ＋り／21）】，

七会〈至：：，∪訂‾1【…＼相聞］，慧霊．eⅦn，

（2．97）

（2．98）

ThenwehaNethefo1lowingtheorem．

Theorem．2・1：TheN－tuPleu＋（L）isinU■，i・e・u＋（L）belongsto7；（v（2））∩7；（z）

andsatisfies

エ（㌦（り）＝皇【雪（り（2））∩ち（z）】．

Remark：V（3）canbechosenaBthetupleu＊（L）ofthecaBej＝P．

（2．99）

ProofofTheorem2・1：WbwⅢprovethatthereisasubsetZ⊂【1，dsuchthat

髄■（∫）∈打■皿d

ム⊆∫（髄り∩［豆，β］
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holdsfori＝1，2，．．．，j，andtlms（2．99）fo1lowsfromL（u＋（L））≦L（u’（I））・

Itis。bvi。uSthat，foranyZ⊂【1，P］，thetupleu＋（I）belongsto7；（v（2））∩7；（z）

ifandonlyif

け∩【豆，dl≧「（β一豆＋1）／21，払r豆＝1，2，…，j・ （2・101）

Then，from（2・98），Wehavethat

lム∩如】l≧lムl＝「（β一度＋1）／21，払r豆＝1，2，…，j，　（2・102）

弧d七山遁㌦（り∈巧（り（2））by（2・101）・

Letu・beanarbitrarytupleinU■whi血satisfiesl），2）and3）ofLemma2・6・

LetZ（u・）denote・thesetofintegersiwithl≦i≦pwhi血satisfy

髄；巾＝勿巾and髄芸巾＋1≠z2巾＋1・

T血enwehⅣet‘・＝㌦（∫（㌦））弧d（2．101）bolds払r∫＝∫匝り・

Ifth。rearetWOintegersilandi2inU，dsuchthat訂（il）＜汀（i2），il卓Z（u’）

andi，∈I（u・），then（2．101）holdsfoiZ＝（Z（u．）＼（i2））∪‡il）andfrom（2・92）

weseethatthetupleu＋（（Z（u＋）＼（i2））∪‡il））isalsoinU’・

Hence，WeCanaSSume，Withoutlossofgenerality，that訂（il）＜汀（i2）foral1

il∈I（u・）nU，dandi，∈U，P］＼Z（u＊）・Then，（2・100）holdsfori＝j・Ncrwwe

aBSumethat（2．100）holdsfori＝io＋1withl≦io＜j・

Iftherearetwointegersilandi2in［i。，d＄uChthat訂（il）＜訂（i2），il∈【io，b］＼

z（u・）andi2∈（I（u・）＼1i。＋1）n［io，b］，then（2・101）holdsforI＝（Z（u＋）＼（i2））u（il）

andfrom（2．92）weseethatthetupleu＋（（I（u＋）＼（i2））∪・（il））isalsoinU’・

Hence，WeCanaSSume，withoutlossofgenerality，that訂（il）＜q（i2）forall

ま1∈（叫り＼ム。．1）叫。，dand盲2∈【豆0詞＼坤巧・Tben（2・100）boldsfbr豆＝豆0・

Byinduction，WeSeethatthereisatupleu＊inU■sudthat（2・100）holds

払r豆＝1，2，‥・，J・
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Chapter3

IntegerProgrammingProblem

RelatedtotheTbsting

CohditionsforChase－Type

DecodingAlgorithm

3．1　TheIntegerProgrammingProblem

FbrmosttestingconditionsgiveninChapter2，itisneededonlytoevaluate

theminimwiththeformOf

卦匝∈ⅤⅣ‥転1＋り2（叫Ⅴ）≧ち，拠＋1，函）＝勤汗1，‘ら（Ⅴ′），

屯射1が（叫Ⅴ）＝ち）∩喋毎，…彿（叫，叫，…，≠九）】，（3・1）

WhereO≦ll≦l2≦lち≦N・Sincethepartialtuplept，＋l，tち（u）isfixedforalluin

the8etOVe干Whichtheminimun（3・1）istaken，fromthesightofevaluatingthe

minimum，WeOnlycon岳iderthecaBel；＝l2．Thus（3．1）becomesthefollowing

皇【y（再1，gl，ち，g2）叩㌫，．．舟（叫，叫，…，勒）］，　　　（3・2）

y（再1，gl，ち，g2）全†‰∈ⅤⅣ：屯山城（叩）≧fl，屯姑1が（叩）＝ち）．（3．3）
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Belowwepresentanintegerprogr血血gproblem（IPP）whoseopti血al

valueoftheobjectfunctionisjustequaltothemimimumgivenby（3・2）・

De丘ne

ム全【1，砧

ち全【いり21np。（Ⅴ），

ム全【いり2】npl（Ⅴ），

七会［ら＋1，叫np。（Ⅵ），

ム全［J2＋1，呵npl（叶

（3．4）

（3．5）

（3‥6）

（3．7）

（3・8）

Tben（ん長詩，ん左）isapa血ionof【1，叫馳川∈ⅤⅣ弧山∈【1，5い虎

函）α全Ipl（可∩んト　　　　　　　（3・9）

Then，Wehavetha七

屯虹り2（叩）＝lpl（可∩∫封＋lpo（叫∩ム1＝函）2＋lムト曾（可3，（3・10）

屯帥，Ⅳ（叫℡）＝tpl（可∩ムt＋lpo（叫nJ去l＝巾）4＋匿卜月（可5・（3・11）

Hence，u∈VNisinY（再1，ll，t2，l2）ifandonlyif

〈

9（可2－9（可3≧ち－㈲，
曾（可4一曾（可5＝f2－1ムト

（3．12）

Tbderiveaconditionforu∈VN七Obein咤。，，．．．，dh（ul，u2，・・・，uh），WePattition

【1，N］againbyrefi血gthepartition‡L，I；，I；，1i，1；）・Fbra∈【1，5］andq＝

q巧・‥勒∈β九Ide血e

恥全ん∩（かJi（ヰ　　（3・13）

Then，（Da，q：a∈【1，5］andq∈Bh）isarefinementof（L・I；，I；，1i，I；）and

巧（叫）＝U U pα，の鮎両∈【1，珂弧dj＝0，1・

R汀髄∈ⅤⅣ，α∈【1，5］andJ∈β九，1et

9（髄）叩全Ipl（可np叩卜
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Tben

巾）α＝∑巾）叩，

Ipo（叫np叩l＝暮p叩卜曾匝）α，J・

AIso，ffom（3．14），（3・15）and（3・17），Weha叩that

血（叫叫）＝pl（可npo（叫）Ⅰ＋lpo（可npl（叫）l
5

＝∑
α＝1 （　∑　9（可叩＋　∑（lp叩ト9（可叩）J∈か，の＝O J∈βん√i＝1

＝∑∑曾匝）叫〝（－1）J‘＋lpl（叫）卜

Hence，u∈VNisinl笠d2，．．Jh（ul，u2，・・・，uh）ifandonlyif

∑∑巾）叩（－1）J‘≧名－lpl（叫）l，如i∈【1，坤
α＝1－r∈βh

）

（3．16）

（3．17）

（3．18）

（3・19）

LetQdenotethesetofal1the5・2h－tuPlesα代rnOnnegativeintegers．Fbr

q∈Q，the5・2hcomponentsofqaRereferreda＄qa，qwithl≦a≦5andq∈Bh・

LetQ＋denotethesetofal1the5・2h－tuPlesq∈Qwhichsatisfy

0≦恥J≦恥J暮，肋α∈【1，5】弧山・∈β九，

∑（勉，J一触）≧ち－㈲，

∑（軋グー亀，J）＝f2－㈲，
J∈βん

（3・20）

（3・21）

（3．22）

∑∑恥J（－1）Ji≧銭－lpl（叫）1，払r豆∈【1，埠　（3・23）

1ねra町5・2九－t叩1e9∈Q，1et

ェ㈲全圭∑　∑　仙
α±LJ∈か‘∈p芸告J）

（3．24）

FbranynonemptysubsetQl⊆Q，1et皇′【QI］denotetheoptimalvalueofthe

払uowhgIPP：
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7＞（Ql）：Mimimize（Ll（q）lq∈QI）・

i．e．，E［Ql］全minq∈QILl（q）・A5・2h－tupleq∈Qliscal1edaQ’－OPtimm

Ll（q）＝E［Ql］・Fbrconvenience，WeWriteE［¢】全＋∞・

Thentheminimungivenby（3．2）isequaltotheoptimalvalueE［Q■］ofthe

IPPア（Q＊）ifthereceivedsequencersatisfies（2・11）・

Theor？m3・1：Ifthereceivedsequencersatisfies（2・11），thenwehaNethefo1－
lowlngfo皿1a‥

g【Q■］＝劃y（再1，gl，ち，g2）nl㌫2，．．．，。ん（叫，叫，…，勒）】・　（3・25）

Pro正　Oneb弧d，肋a叩u∈y（恒1，gl，ち，J2）nl宜ゐ，…，dh（叫，勒，…，髄九），加m

（3．12），（3・15），（3・16）and（3・19），WeSeethatthe5・2h－tupleq（u）全（q（u）a，q：a∈

【1，5】andq∈Bh）belongstoQ■・Ftom（3・15）and（3・24），WeSeeL（u）≧Ll（q（u））

£【椚≦皇【y（再1，gl，ち，g2）nl宜。2，…血（叫，明，…，勒）］・　（3・26）

Ontheotherhand，forany5・2h－tuPleq∈Q，1etu（q）denotethesequence

inVNwhichsatisfies

pl（％（。））＝U Up崇告J）
α＝1J∈βん

（3・27）

Then，ffom（3．15）and（3・20），WeSeethat

恥J＝lp艶J）l＝lpl（叫州np叩l＝曾（可軌の　（3・28）

肋α∈【1，5】弧d♂・∈が・Thほfhm（3・10），（3・11），（3・15），（3・16）皿d

（3．18），WeSeethatthesequenceu（q）mustbelongtothesetY（v，tl，ll，t2，l2）∩

咤d，，．．．，dh（ul，u2，・・・，uh）・Ftom（3・24）弧d（3・27），Ⅶ℃SeethatLl（q）＝L（u（q））・
Hencewehave

凱椚≧皇【ynl宜ゐ，…血（叫，叫，…，≠九）】，

弧d七山8（3．25）氏心0Ⅵ唱・
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3．2　SoIvingtheIntegerProgrammingProblem

Inthi8SeCtion，theIPPP（Q＋）issoIvedforthreesimplestca占eS：i）h＝0，

ii）h＝1andl2＝N，iii）h＝1andll＝i，．Fbrthegeneralcase，WeOnlygive

Lemma3．1whichmaybeusefu1insimplifyingtheIPP．TheIPPoftheparticular

CaSeY（v，tl，ll，t2，l2）＝VNwi11beinvestigatedinChapter4．

A七first，Wedefineti全tl－1恥ち全i2－ll；IaAd61全dl－lDl（ul）l．

i）SoIvingtheIPPア（Q．）forthecaseh＝0：

Fbrthi8CaSe，the8etQ＋consistsofthe5－tuPlesq＝（ql，q5，．‥，q5）which

S如i5秒

†

0≦‰≦lんl，知α∈【1，5】，

勉一触≧ち，

勧一助＝ち，

£【椚＝　　∑　　困・
柁亮ti）∪玉串∪亮‾書芸）

andtbⅦ5

（3．30）

（3・31）

［コ

Fbrh≧1，itisnotsuchaneaByWOrktosoIve’theIPPbecausethenumber

Ofvariablesincreasesrapidlywhenhgrows．Thereisnoknownalgorithmwhich

SOIvesthiskindofnonlinearIPPe飴ctively．However，thedi缶c111tyforsoIvingthe

IPPmaybereducedbysplittingitintosomesimpleroneswithlessvariables．The

Simplepropertiesshowninthefo1lowlnglemmamaybeusefulforthesplittingof

tbeⅡ｝P．

Lemma3．1：Ifq■∈Q＋isaQ＋－OptimumsuchthatthereisnootherqinQ■

‰，J≦屯が如α＝1，2，…，5anda11J∈β九，

thenforanytwotuple8qIandq”with

ペ＋可′≧1，払r豆＝1，2，…，九，

we bave

（3．32）

（3．33）

玖〆・感′，J・′＝0，払r（盲′，古′′）∈‡（1，1），（3，3），（2，3），（4，5））・　（3・34）
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p，。。たWtpr卯e（3．34）onlyfor（i（，i”）＝（4，5），therem軸血gcaBeSCan－be

provdsim抽汀1y・

Ifq；，q，・q；，q”≠0fortwotuplesqlandoJlwith（3・33），thenthe5・2h－tuple

qwitb

恥〆＝扇，〆－1，甘け′＝感，〆′－1，　　（3・35）

‰，J＝屯J，知＝山J∈β㌧（J′，J′′）　（3・36）

isals。inthesetQ・．FtomLl（q）≦Ll（q＋），WeSeethatqisaQ’－OP七immtoo，

c。n七radictso血aBSumPtion．（3．34）with（il，i”）＝（4，5）hasbeenproved・　□

ii）SoIvingtheⅡ｝Pア（Q＋）forthecaseh＝1andl2＝N：

Fbrthiscase，thesetQ＊consistsofthe6－tuPlesq＝（ql，0，ql，1，q2，0，取1，q3・0，

阻1）w出血satis秒

0≦恥。≦lp叫IandO≦恥1≦lp叫1，肋α＝1，2，3，

乳0＋乳1一乳0一乳1≧ち，

∑（恥0一触1）≧∂1・

（3．37）

叫≦0and61≦0，thenweseethatE［Q＋］＝0，SinceOisinQ＊forthiscaBe・

Bel。WWeaBSumethateitherti＞00r61＞Oholds・FtomLemma3・1，itis

s亜cie血OnlytoconsiderthetuplesqinQ・whichsatisfyql，1＝0・For士≧0，1et

Q（t）denotethetuplesinQ＊whichsatisfyql，1＝0andql，0＝t・Simnaxtothe

equality（4．41），WeCangetthat

ど【Q（f）】＝　∑　困，
結丁（t）皿盟

where7－（t）isdefinedas

丁（ま）全
〈（p2，。∪瑚∂l‾叫）／2」））（い），は電≦∂1－ち，（p2，。∪増帥‾刷2」））（隼　0也e両紙・

Casel．∂1≧ち・

SinceIril≦lrjIforanyi∈Dl，0andj∈D2，0UD3，0，We？ave

塑！！塑 劃Q（瑚＝£【Q（m叫l℡1，Ol，∂1，∂1－ち））1・

37

（3．38）

（3．39）

（3．40）



SineT（t）＝T（61＋tl）fort≧61＋tiandT（61－ti＋2tl）＝T（61－ti＋2tl＋1）

forO≦iJ≦ti，thereisanintegerfowithO≦to≦ちsuchthat

磨拷［Q（f）】＝劃Q（∂1一打2刷

Hence，

g【Q■】＝

〈

E［Q（min（JDl，OJ，61））】，ifmin（（Dl，OJ，61）≦61－ti，

g【Q（∂1－ち＋2fo）］，　OtbeⅣise．

（3・41）

（3・42）

Fbrtheca8eOfmin（lDl，OJ，61）＞61－ti，iti＄neededtodeterminetheinteger

fo・馳rtb誌ca馳，ち＞0・Sinceg【Q（Jl－ち＋2（が＋1））ト£【¢（∂1－ち＋2り］誌

monotonouslyincreasingfort≧0，theintegeriocanbedetemi皿edbyaimost

4iioperationsofadditionBandcomparisonsofrealnumbers．

Ca朗2・Jl≦ち．

Simi1artoCa8el，thereisanintegertowith「（ち－61）／21≦to≦ちsuchtha．t

£【ダ］＝g【Q（∂1－ち＋2局】・　　　　　　（3．43）

Theintegertocanal80bedeterminedbyatmost4（ti－「（ti－61）／21）＝4L（ち＋

61）／2」operationsofaddition＄andcomparisonsofrealnumbers．　　　　　ロ

iii）SoIvingtheIPPP（Q＋）forthecaseh＝1andll＝l2：

Fbrthisca紀，thesetQ■consistsofthe6－tuplesq＝（ql，0？ql，1，q4，0，乳1，q5，0，

隠1）wbi血s如坤

†

0≦伽印≦1p叫l弧dO≦恥1≦lp叫I，払rα＝1，4，5，

恥0＋軋1－隠0一乳1＝ち，

恥0＋軋0＋乳0－91，1一礼1一触≧∂1．

（3・亜）

FtomLemma3・1，itissu氏cientonlytoconsiderthetuplcsqinQ■whichsatis＆

ql，1＝0・Fbrt≧0，1etQ’（t）denotethetuplesinQ書whichsatis＆ql，1＝0and

ql，0＝i・Then，Simi1artotheequality（4．120），WeCanShowthat

劃Q′（瑚＝　∑　困，
i打′（f）∪咄
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wherer（t）isdefinedaB

（3．46）

だ全max‡∂1＋王ら，∂1－ちわ

fm全mhぴ1＋ち，∂1－ち），

舌・全m叫∂1，∂1－ち，「（Jl－ち＋lpl，Ol）／21），

君全m叫L（∂1－ち）／2‖p5，Ol，勒0トち）・

g【Q′（f）】≧g【α（㌘）］，払rf≧だ，

mh£【す（瑚＝
0≦電≦fm 〈

劃甘（Jl－ち－2fり】，旺f■≦ち

＋∞，　　　　　　OtheⅣ誌e・

（3．47）

（3．48）

（3．49）

（3・50）

（3．51）

（3・52）

Tbenwebave

Sinter（tn＋2t）＝r（in＋2ti＋1）forO≦tl≦It；L，therei8aninteger・tOwith

子爵g【す（f）］＝g【抽＋2刷　　　（3・53）

Tbus，丘om（3．51）to（3・53），

ど【Q●1＝
〈 諾誌2掴【α（も‾ち‾珊莞霊e．（3・54）

SinceE［Q（tzn＋2（t，＋1））］－E［Q（tn＋2t，）］ismonotonouslyincreasingfor

O≦で＜矧，tbe血相erf。C弧bedetemhd毎如most4・（㌘一転）／2＝41ちI

qperationsofadditionsandcomparisons・　　　　　　　　　　　　□
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Chapter4

IntegerProgrammingProblem

RelatedtotheOptimality

Condition

4．1　TheIntegerProgrammingProblem

AspointedoutinSection2・2，themin血m皇【‰，．．．血（ul，u2，・・・，uh）】can

giveanoptimalityconditionordetermhearegionwheretheoptimalcodeword

mustfallinanditcanbeincorporatedinanyⅡ）Awhidarebasedonthegen－

erationofaseriescodewordcandidates．hthischapter，WeCOnSidertoevaluate

皇【喘。，，…，dん（叫，髄2，…，髄誹・

Since皇【Ⅴ㌫，，．．．，dh（ul，u2，・・・，uh）】isaparticularcaseof（3・1）withtl＝Oand

l2＝N，itmaybeexpressedastheoptimalvalueofanⅡ）PshowninSection3．1．

Beca闇eOfY（v，tl，ll，t2，l2）＝VN，theIPPcanbesimplifiedtoonewithonly2h

variables．WbfirstconsidertodeducethesimplifiedIPP．

Let Qhdenotethe8etOfal12h－tuPlesovernonnega七ivei血egers．The2h

compone血SOfq∈Qharer6ferredaBqqwithJ∈Bh・Fbrq∈Bh，define

pJ全ろpJ‘（叫），犯J全恥卜

LetQ完denotethesetofal12h－tuplesq∈QhWhichsatisfy

0≦9J≦乃の払rJ∈〆，
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∑曾J（－1）の≧あ，払r盲＝1，2，…，九，

あ全d‘－lpl（叫）I，払r豆＝1，2，．‥，ん・

p（q）全U pgJ），

ム′（曾）全∑困・
i∈p（q）

wbere

馳rq∈払，1et

（4．3）

（4．4）

（4．5）

（4．6）

Thentheminim皇【咤ゐ，．．．，Jh（ul，u2，・・・，uh）］iseqTlaltotheoptimalvalueof

thefo1lowingIPP：

ア（Q完）：Minimize（Ll（q））q∈Q完）・

Ⅵ殆hmthefo1lowingtheorem・

Theorem4．1：Ifthereceivedsequencersatisfies（2・11），thenwehaNe

ど【Q完】＝皇【喋ふ．りdh（叫，≠2，…，勒）】・ （4．7）

ProoたThistheoremcanbeprcrvedbysimplyfo1krvnngtheproofofTheorem

3．1．Theconcreteproofforthistheoremisomittedhere・　　　　　　　□

Ⅳち≦0forj＝1，2，・・・，h，thenE［Q完】＝0andthehard－decisiontuplezis

hthesetT％d，，．．．，dh（ul，u2，・・・，uh）・Belowwea8Sumethatmaxl≦才≦hち＞0・Fbr

conⅦmience，Wea凱mefurtherIwithoutlossofgenerality）that

∂1≧あ≧…≧九and∂1＞0．　　　　　　（4・8）

TheIPPア（Q£）hasbeenimstigatedforthecaBeSh≦3in【14］－【16］・Herewe

mainlyconsidertosoIvetheⅡ）Pア（Q芸）・hSection4・2，WeSplittheIPPア（Q完）

intosomesimplersub－IPPsforl≦h≦5byclassi矩ngtheminimaltuplesof

Q；．InSections4．3and4．4，theIPPア（Q完）issoIvedforthecaBe＄九≦3with

newmethodsthoughthemainresultsha㈹almostbeenobtainedin［14］－［16］・In

Section4．5，ane鮎ctivealgoritlmforsolvingtheIPPア（Q芸）ispresented・The

numberofadditionsandcomparisonsofrealnumbersisshowntObeoforder

Nforh≦3，andoforderN2forh＝4・InSection4・6，animprovementof

Lemma2．1ispresented．
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4．2　Splitting theInteger Programig Prob－
1em

SincetheobjectfuncfionoftheIPPP（Q完）isnonlinear，thereisnoknm

methodwhichsolv朗thiskindofIPPe鮎ivelyforlargeh．However，theobject

functionLl（q）possessessomespecialpropertiesw鱒Chcanbeu8dtodesignsome

algorithmsforsoIvingtheIPPP（Q完）withaccep七ablecomputationalcomplexity・

Fbrexample，Ll（q）i＄nOndecreaBingandconvexoneachvariable（componentof

q），弧d

エ′（曾＋d）＝ム′（q）＋エ′吋）

foranytWO2h－tuplesq，qI∈Q完With

（4．9）

財・ぬ＝O fbr誠J∈β九．　　　　　　（4・10）

Thesepropertiesmaybe血SdtosplittheIPPア（Q£）intosomesimplersub－ⅣPs，

eachsut＞Ⅱ）Ph舶1essvariablesandthusmaybesoIvedmoreeasilyascompared

withtheIPPア（Q；）・

Fbrtuples7．and7′overintegerswiththesamelength，Wedte7≧1if

乃≧づforal1indicesj・Wba施odenote・Y＞1if7≧1and7≠1・Fbrq

andq，inQhwithq≧ql，We8eethatLl（q）≧Ll（ql）from（2・11）・Assume¢′is

asubsetofQh．A2h－tupleqI∈QliscalledanQJ－OPtizmifLl（ql）＝E［g］．

A2h－tuPleql∈QJissaidtobem血濾inQlifq，≠qforal1q∈Ql．Fbrany

q∈Qh，1etS（q）denotethesupportsetofq，i．e．

g（q）全（J∈β九：‰≠0）．　　　　　（4．11）

Clearly，thesizeofthesupportsetofaminimaltupleinQ£mustbelessthan2h．

TheumionofthesupportsetsS（q）withq∈Qliscal1edthesupportsetofQ，．

LetQ訂mdenotethesetofminimaltuplesofQ完・Then，WeSeeeaBilythat

劉孤＝ぎ【Q㌘】．　　　　　　　　（4．12）

Fbrh≦5，Wewi1lshowthatthesetQ㌘ncanbeclassifiedintoafewsubsets，the

sizeofthesupportsetofeachsubsetisonly2h‾1．Thus，tOSOIvetheIPPア（Q完），
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itissuiRciento山ytosoIve80meSub－IPPs】eadsub－IPPhaBOnly2h－1v誠ables・

Bel。WWewi11deteminethesetQTnforh●≦5・

LetA告（orA空）denotethesetofh－tuPles・YO昭eVen（orodd）integerswith

7≧∂．Clearly，払r拙守∈Q完，Weba代

∑‰（－1）J∈A告UA空，

7（q）全∑曾J（－1）グー∂≧0，
J∈βん

（4・13）

（4．14）

where（－1）q全（（－1）ql，（－1）q2，・・・，（－1）qh）and6全（61，62・‥・，6h）・Letr告

denotethesetofh－tuPles70VernO皿egativeinteger8forwhich乃＝Oholdsfor

atleaBtOneindex3．

Lemma4．1：AssumethatqisatupleinQ㌘．Fbr叩ql，q〝∈Bh，

J′¢餉），迂（－1）〆≦7（q），　　　　　　（4・15）

‡J′，J′′）望餉），ifト1）〆＋ト1）〆′≦7（q），　（4・16）

（〆，J′′‡⊆的），ifJ′＋J′′≧1・　　　　　（4・17）

ProoLUqI∈S（q）sati8fiesト1）ql≦7（q），thenthetupleqlwith

ね′＝紗－1，9；＝9J飯山1J∈β4＼（可，

isalsoinQ完，WhichcontradictstheassumPtionq∈QTn・

Ifther。aretW。tuple8qt，q”inS（q）suchthat（－1）q’＋（－1）q”≦7（q）holds，

thenthetupleqlwith

ね′＝触－1，曾；′・＝財〟－1，

ね＝qJ，如dlJ∈β4＼（J′，J′′），

isalsoinQ完，Whichcontradictstheassumptionq∈QTin・

Ⅱq，，q〝∈Bhsatis＆ql＋q”≧1，thenwehave

（－1）〆＋（－1）〆′≦（－1）1≦0≦7（9）

andfrom（4．16），Ⅶget（ql，q”）望S（q）・

Ftom（4．15），間havethefo116wingsimplecorollary・
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Corouary4．1：A∬umethatqisatupleinQTin．

（1）Theall－Oneh－tuPlel全11・・・1i8nOtinS（q），Orinotherwords，WH（q）＜h

foral1q∈S（q），WherewE（q）denotestheHammingweightofq・

（2）Thereisatleastoneindexjsuchthat7（q）5＝0，i・e・・Y（q）∈r告・

ロ

Thefo1lowinglemmacanbeviewedaBangenerali2；ationof（4．16）．

Lenlma4．2：Fbrq∈Q完，qbelongstoQTnifandonlyif

∑屯ト1）J≦7（q），肋a町0＜〆≦q・

Prooft’駄omthedefinition，We8eethatqbdongBtO¢芳申ifandonlyif

∑乾（一1）J之∂，肋a叩0≦が＜督・
J∈βん

Cle訂1y，（4．19）短句山Ⅶユentto

∑（‰一塩）卜1）J≦∑‰（－1）グー∂，知弧yO≦d′＜q・
J∈βん　　　　　　　　　　　　　J∈βん

Thisisequivalentto（4・18）・

Fbrany7≧0，WeCana8ubset＝⊆Bhanm（7）－Setif

（4．18）

（4．19）

∑‰ト1）J≦7，知弧y9∈払而tb∑‰≧1・　（4・20）

Fbranyq∈Bh，let百denotethetupleinBhwhosej－thcomponentisl－Ojfor

alljE［1，h］・Thefo1lowinglemmacanbeobtainedeaBilyfromthedefimitions・

Lem4．3：（1）ADym（7）－Set≡isalsoanm（0）－Set．
（2）If＝isanm（7）－Set，thenlE＝and（q，百）⊆≡・

Ftom（2）ofLemma4．3，WeSeethatJ＝J≦2h，1foral1m（7）－Set≡．Ifm（7）－Se七

三satiBfiesl≡l＝2h‾1，thenwecall＝anM（7）－＄et．

Le皿m4．4：1・Anym（0）－SetisasubsetofanM（0）－Set．

2．Fbrl≦h≦5and7∈r告，if＝isanm（・Y）－Set，then≡mustbeasubsetof

some〟（7）－Set■
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Proo£SeeAppendixB．

Fbrl≦h≦5，1etNhdenotethesetofM（0）－SetS・

LeⅡ皿a4．5：Fbrl≦h≦5and＝∈Nh，thereisju或Onetuple，denotedq（＝），

in≡sncbtba七

戸（≡）全∂＋咋）∈A告UA空．

ProoたLetSdenotethesetofthetuples一丁∈Bhwhi血satisfy

（4．21）

∂＋J∈A告UA空・

Itiscleartha＾声∈Sifq∈S．LetqlandoJIbet7ntuPlesinS・Clearly；ql＋qJJ

isatupleoverevenintegersoratupleoveroddintegers，andqi＋ギ∈‡0，1，2）

foral1i∈【1，h］・If可＋or∈（0，2）forsomeindexj，thenforalli∈【1，h］

ham可＋q；l∈（0，2）andthusq：＝可′，i・e・ql＝q”・There空血gcaseisthat

q；＋げ＝1holdsforalli．∈【1，h］・ThismeanSthatq”＝ql・Henceweh椚

provedthatSisasetoffom‡ql，才‡withでl∈Bh・Ftom（2）ofLemma4・3，≡

containsjustoneofthetwotuplesinS・　　　　　　　　　　　　　ロ

馳r∫⊆【1，叶弧d三⊆β九，1et

p洞全（み（J）；J∈≡）・

Fbr＝∈Nh，letZ（＝）denotethesmallestsubsetZ⊆【1，h］whichsatis五es

≡＝（J∈βゐ‥む（J）∈叫司）・

NowwecanPrOVethefonowlngtheorem・

Tbeorem4．2：馳rl≦九≦5，

Q㌘＝U Qん（≡），
≡∈㍍ん

（4．22）

（4．23）

（4・24）

whereQh（＝）isthesetoftuplesq∈QhwithS（q）⊆＝whichsatisfy（4・2）znd

†

∑‰（－1）J‘＝β（勘h払再∈J（≡），

∑‰ト1）ケ‘≧〆恥払r豆∈［1，呵＼咋）・
8■∈≡
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ProoたSeeAppendixC． ロ

TbsoIvetheIPPア（Qh），from（4．12）and（4．24），itissulRcienttosoIvethe

Sub－IPPsア（Qh（＝））foral1M（0）－SetS＝∈Nh・

Fbrpositiveintegerh，1et

軌全（J∈れ叫（J）≦1）．

Thefo1lowingtheoremgiwsalloftheM（0）－SetSforthecasesofh≦5．

Theorem4．3：Ⅳh＝1，（0）isthemiqueM（0）－Set・

Ifh＝2，therearetwoM（0）－SetS：（00，01）and（00，10）・

Ifh＝3，therearefourM（0）－Set8：e3and

4全（J∈β㍉の＝0），払r豆＝1，2，3．

∬ゐ＝4，tbereare12〟（0）－8e触：

q全（J∈〆：巧＝OI，血豆＝1，2，3，4，

か‘全㊤4∪‡J∈β㍉鴨（J）＝2，の＝1），払ri＝1，2，3，4，

昂全㊤。∪（J∈β㌔職（J）＝2，の＝0），払r壷＝1，2，3，4．

Ⅳ九＝5，1et

伊全（J∈β5：職（J）＝2），

疋全（（J′，〆′）∈伊×㊤■：可＝d′＝1知如1e戚Onei），

thereare81M（0）－SetS：

ヂ全彿uo・，

G‘全‡J∈β㍉J‘＝0），払rl≦豆≦5，

哉全㊤さ∪‡J∈β㍉2≦鴨（J）≦3，の＝0），払rl≦豆≦5，

ん兢全（J∈β㍉∑旬≦1），知1≦豆1＜豆2＜壷3≦5，
j＝1

強2‘き全（J∈β㍉∑旬≦1）∪‡J∈β㍉∑旬＝2，の‘＝0），
j＝1・　　　　　　　　　　　ブ＝1

払rl≦豆1＜豆2＜ね≦5and豆4∈【1，5］＼‡豆1，豆2，豆3），

‰′，J′・全05∪（㊥●＼（J′，J′′））∪（才，評），如（〆，J′′）∈疋．

Prooft SeeAppendixD．
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（4．26）

（4．27）

（4．28）

（4．29）

（4．30）

（4．31）

（4．32）

（4．33）

（4．鎚）

（4．35）

（4・36）

（4．37）

（4．38）

ロ



4・3　SoIvingtheI血egerProgrammingProblem

forthe Cases h≦2

Atfirst，WeaBSumethath＝2．Q芸COnSistsofthetuplesq∈Q2Whi血satisfy

（4．2）弧d

〈如け伽1一軌0－911≧∂1，伽0一助1＋qlO一軌1≧あ・

Ftom（4．12），（4．24）andTheorem4・3，

皇［Q芸】＝mh‡£【Q2（（00，01‡）］，g【Q2（（00，10））】）・

馳叩∈Q2（（00，01）），間‾h那花

恥0＋伽1＝∂1弧d如一伽1≧あ，

andtben

如＋如＝Jland伽1≦「（Jl－∂2）／21・

ThほWebave

劃Q2（‡00，01））】＝ ∑　　　困・
相和出城（‘1‾‘2）／2」））（り

（4．39）

（4．40）

IfQ，（（00，10））≠¢，1etqbeanarbitrarytupleinQ2（‡00，10）），then

如＋910＝あ血d如一触≧∂1，

andtlmsby（4．8），WeSeetha七qlO＝0andあ＝61・Hence，q∈Q2（（00，01））and

thenQ2（‡00，10））⊆Q2（（00，01））・Tlmswehavethefo1lowingtheorem・

Theorem4．4：FbrthecaBeh＝2，

皇【Q芸】＝ ∑　　lrヂト
昭和。畑五i（‘1‾‘2）／2」））（り
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□

Accordingto（4．41），WeSeethatthetestingconditionofthecaBeOfh＝2can

becomputedwith61－1≦Nadditionsofrealnuhbers．

Ifweputu2＝ulandd2＝dl，thenDoo＝2）0（ul）in（4．41）．Thenweget

tbe払mowlngCOrOmaW

Coro皿ary4．2：fbrtbeca紀九＝1，

刻々；】＝　∑　困・
緩po叫1）（dl）

（4．42）

□

Ifthereferencewordulisacodeword，thespecialciLSeOf（4．42）withdl＝dmin

（theminizmmdistanCeOfthecode）i＄thesaneform山agivenbyT扇paleand

Pwsley【25】．

4・4　SoIvingtheIntegerProgrammingProblem

for the Case h＝3

Assumeh＝3・Q；consist80fthetuples＿q∈Q3Whichsat坤（4．2）and

†伽00一軌00＋伽10＋如1＋伽11一伽1－軌10一助11≧Jl，

如0＋9100一助10＋如1一助11＋軌01－9110一軌11≧も，

伽㈹＋助川＋伽10一助01一助11一切01＋軌10一軌11≧ゐ．

Ftom（4．12），（4．24）andTheorem4．3，

皇［Q；］＝mh‡g【Q3（03）】，£【Q3（Al）】，g【Qき（A2）］，g【Q8（A8）】）．（4．43）

Sincewehm（4・8），thelasttwotermsintheminimumoftherighthandof（4．43）

CaAbeignored・hdeed，fora町tuPleq∈Q3（A2），WehaNe

伽10＝軌10＝伽11＝飢11＝0，

伽伽一軌00＋伽01一触1≧∂1，

伽00＋軌00＋如1＋軌01＝ち，

伽00＋軌00一触1一曾101≧も，

（4．4可

andthusfrom（4・8）間SeethatqlOO＝qlOl＝0and6去＝61．Hence，qbelongs

toQ3（Al）and叫u8WehamQ3（A2）⊆Q3（Al）．Similarly，WeCanprOⅧtha．t

Q3（A3）⊆Q3（Al）・Thenwehamthefo1lowingtheorem．
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Theorem4．5：FbrthecaBeh＝3，

皇【Q；】＝血（g【Q紳3）】，凱Q3（Al）］）・ （4．45）

Ⅵねwiupresentasub－algorithm－Q3（㊤3）forsoIvingtheIPPア（Q3（03））inSec－

tion4．4．1andaSub－algorithm－Q3（Al）forsoIvingtheIPPP（Q3（Al））inSection

4．4．2．Thenumberofoperationsofadditionsandcomparisonsofrealnumbers

foreitherofthetwosub－algorithmsisnotmorethan561－1■Hencethenumber

ofadditionsandcomparisonsofrealnuhbersforsoIvingtheIPPア（Q；）isnot

morethan1061－1，andtlm＄isoforderN・

4．4．1Sub－algorithmforSoIvingtheIPPア（Q3（㊤3））

hthissubsection，We虞犯WamethodforsoIvingtheIPPP（Q3（03））・Firstly，

weconsidertogiⅦtheoptimalsolutionforasub－IPPofIPPア（Q3（㊤3）），Which

ismrasetoftuplesq∈Q3（㊤3）withfiⅩedq。11．Thenwesh珊thatE［Q3（03）】

canbecomputediterativelyfromtheoptimalsolutionofsuchasub－PP・

Clearly，atuPleq∈Q；belongstoQ3（e3）ifandonlyifqsatisfies（4・2）and

軌00＝軌10＝軌01＝軌11＝OI

伽00＋伽10＋如1＋伽11＝∂1）

如0＋伽11≦L（∂1－あ）／2」，

如1＋触1≦L（Jl－∂3）／2」・

Sinceqbll≦n。11andqq≧0foral1q∈B3，theqollin（4・46）mstsatisfy

（4．46）

0≦恥1≦毎会m叫触1，∂1，L（Jl一あ）／2」，L（Jl－∂き）／2」）・　（4・47）

FbranykwithO≦k≦ko，Write沢（k）全（q∈Q3（㊤3）：qoll＝k）and

ズ（た）全（凱。。∪．p£粁‾刷2j‾た）up㍍1‾ゐ刷‾た））（…）　（4・48）

Thenweseethat沢（k）isnotemptyifandonlyif∞isnotinX（k）・Ftomthe

definitionofX（k），WeCandeterminewhether∞belongsX（k）ornot，andfind

X（k＋1）fromX（k）eaBilylIf3t（k）≠¢，1etqたdenotethetuplein紀（k）whi血

satisfiesD（qh）＝X（k）uD乱Thenqhmustbean3t（k）－OPtim・FbrthermOre，

wehaNethefo1lowlnglemma・
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Lem4．6：1．IfQ3（e3）≠¢，thentherearetwointegerskiandk；with

O≦ki≦k；≦kosuchthat∞isnotinX（k）ifandoniyifk8atis丘eski≦k≦k；，

g【Q3（瑚＝亘忠言柑）・　　　（4・49）

2・馳rた油b頃≦た＜たいet〃（た）全∑‘∈瑚）困－∑メ∈瑚．1）困，tbe叩（た）誌

non－increasing，andthusthereisanintegerklwith均≦kl≦k；suchthatLl（qh）

isnon－increaBingfor頃≦k≦klandisnon－decreasingforkl≦k≦k；・

ProofヒSeeAppendixE．

AccordingtoLemma4．6，WeCaneValuateE［Q3（03）］bythefo1lowingsub一

山godtbm．

Sub－algorithQ3（e3）

Input．N－tuPlerwith（2．11）．3－tuple6＝（61，あ，63）sati鴫血g（4．8）．Dqand

乃Jde五nd毎（4．1）払＝山J∈（000，010，001，011）．

0ⅦtpⅦt．g【Q3（◎誹・

Stepl．Computekoby（4・47）andsetk＝0・

Step2．∬k＞ko，thenoutput＋∞（i．e．Q3（e3）＝¢）andEND，Otherwise，

determineX（k）by（4．48）．If∞∈X（k），thensetk＝k＋1andgotoStep2，

Otherwise，gOtOStep3．

Step3．Ifk＝ko，thengotoStep4，Otherwi＄e，determineX（k＋1）by（4．48）．If

∞∈X（k＋1）orLl（qh＋1トLI（qh）＞0，thengotoStep4，Otherwise，Setk＝k＋1

andthengotoStep3．

Step4．OutputLl（qh）andEND．　　　　　　　　　　　　　　　　□

ConsiderthecomputationalcomplexityofthiBSub－algorithm．Tbdetermine

X（k）andwhether∞belongsX（k）orno七，nOOperationofrealnumbersisneeded・

TbdeterminewhetherLl（qh＋1）－Ll（♂）＞Oisvalidornot，itneedsatmost4

additionsandcomparisonsofrealnumbers．Sinceko≦61andthenumberof

additionsandcomparisonsofrearnumbersforcomputingLl（qh）is61－1，WeSee

thenumberofaddition8a皿dcomparison80frealnumber8fortheevaluatingof

E［Q3（⑳3）】bytheSub－algoritlm－Q3（03）isnotmorethan561－1・
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4．4．2　Sub－algorithmforSoIvingtheIPPア（Q3（Al））

AmethodforsoIvingtheIPP7＞（Q3（Al））isshminthissubsection・

Clearly，atupleq∈Q；belongstoQ3（Al）ifandonlyifqsatisfies（4・2）and

如。＋曾1。。＝Ji全（ク（Al）2再（Al）3）／2，

如。＋如。＝屯全（β（Al）1恒（Al）き）／2，

如。＋如1＝∂；全（β（Al）1再（Al）2）／2，

伽11＝曾101＝軌10＝飢11＝0・

簸全ma坤卜勒恥ち一触0，∂；一触1），

喝全m叫伽。，軋虜，尉・

W最te

（4．50）

（4．51）

（4．52）

wbseee戚1ythatQ，（Al）≠QifaAdonlyifkち≦k；・IfQ3（Al）≠4，i・e・鴫≦k；，

thenthesetQ3（Al）consistsofthetuples4hwithk左≦k≦k；and

〈 監≡芝諒恕彗孟浩‡篭．‾た，（4・53）
SinceLl（㌔＋1）－Ll（4k）isnon－decreaBing，theⅡ）Pア（Q3（Al））canbesoIv

thefollowingSub－algorithm－Q3（Al）・

Su♭dgori七山n－Q3（Al）

Input．N－tuPlerwith（2．11）．3－tuPle6＝（61，62，ゐ）sat坤ng（4・8）・Dqand

れJde血d吋（4．1）払＝山J∈（000，100，010，001）・

0血put．£［Q8（Al）】・

Stepl．Determinethe8equenCeP（Al）andcomputetheidegers6i，6；and6；by

（4．50）．Then，COmPutektand喝by（4・51）and（4・52），reSpeCtively・If鴫＞k妄，

output＋∞（i．e．Q3（Al）＝¢）andEND，Otherwise，Setk＝鴫・

Step2．∬k＝k；orL，（♂＋1）－Ll（㌔）＞0，gOtOStep3，Otherwise，Setk＝k＋1

andgotoS七ep2・

Step3．OutputL，（4k）andEND・　　　　　　　　　　　　　　□

With40perationsofadditionsandcomparisonsofrealm血berswecan

deteminewhetherLl（ゲ＋1）－Ll（♂）＞00rnOt・Sincek茎≦61andthe

n血be，。fadditi。nSandc。mparisonsofrealnumbersforcomputingLl（
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6i＋6；＋6；－2k－1≦361－2k－1，WeSeethenuhberofadditionsandcompar－

ison80frealnuhbersforthesoIvingoftheIPPア（Q3（Al））bytheSub－algorithm－

Q3（Al）isnotmorethan561－1too・

4・5　SoIvingtheIntegerProgrammingProblem

for the Case h＝4

Assumeh＝4．馳omTheorem4．3，択4＝Uと1（CE，DL，昂）．Similartothe

casesh≦3，forsomeM（0）－SetS≡∈景4the8etSQ4（＝）maybeemptyorcoⅦred

bytheothersandthuB8houldbeexcludedfromfurtherconBideration・

もe皿a4．7：1．IfQ4（q）≠¢，tbenみ≧印胤勺≠‘構）・

2．∬Q4（功）≠¢，tbenmax（β（功）J，m呵鄭（lβ岬J）jけ‡≦∑脚p（か‘）j・

3・∬Q4（塾）≠¢，then∑言＝1P（Ee）j≧0andp（昂）L＋min脚（p（Ek）j）≧0・

Proofll．A8Sumeq∈Q4（q）・Fbreacbjwithj≠2，Weha代み＝∑q∈qqq≧

∑J∈q‰ト1）り≧ち・

2・▼Assumeq∈Q4（DL）・Since∑j＃（－1）Oj≧1forallq一∈DL，We

See∑脚β（♪‘）ゴ＝∑脚∑J印‘‰ト1）り≧∑J絢‰≧maxl≦j≦4（ほJ∈β‘‰

（－1）呵）≧max‡〆功）J，m呵鄭（】正功）招）・

3．Assumeq∈Q4（哉）・Sinceforallq∈包間haⅧ∑3＝1（－1）qj≧Oand

トげ‘＋m叫柳（（－1）り）≧0，間See∑壬＝1β（昂）ブ＝∑芸＝1∑粥町‰ト1）り≧O

andβ（哉）‘＋血叫≠J（β（哉）カ＝∑J鴫‰（－1）叫＋miり≠J（∑J鴫曾J（－1）り）≧q・
［コ

Theorem4．6：旺the4－tuPle6sati＄fies（4．8），thenwehawe

Q㌍＝　U Q4（≡），
≡∈†q‡u喝

whereN；isa・SubsetofN4definedaBfo1lows：

′（i）ニ恒f∂2＋も＋1＜0弧d∑芸＝1正風）ブ＜0；

（叫．（風）げあ＋ゐ＋1＜Oand∑言＝1p（風）ブ≧0；

（坤）．（β4‡ifも＋も＋1≧Oand∂1＋も＋1＜0；

（呵．（風，β4）ifあ＋も＋1≧Oand∂1＋∂4＋1≧Oand∂2＋も＋1＜0；
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（Ⅴ）．（風，哉，功，か4）if∂2＋も＋1≧Oand∂3＋も＋1＜0；

（吋（取払取払β2，功，玖）if∂8＋も＋1≧Oanddpl）1＞∑壬＝2紳1）ブ；

（vii）．‡乳量，私包，玖，か2，功，功）軸岬1）1≦∑‡＝2β（玖）j・

Proo£Assume＝isanM（0）－SetinN4withQ4（＝）≠¢・Ⅵ砧hamthefo1lowing

sixresults．

（i）If＝．＝Ceand q∈Q4（CL），thenwe see that6i＝∑q∈＝qq≧

∑q∈≡qq（－1）ql≧61・Henceby61≧みwesee∑q∈≡qq（－1）ql＝61andql＝0

払＝山d∈g（q），i．e．q∈Q4（q）弧dQ4（q）⊆Q4（q）■

（ii）．If＝＝Dl，thenbyLemma4・7weseep（Dl）1≦∑；＝2P（Dl）j・

（iii）．If＝＝哉or風，thenbyLemma4・7weseep（＝）3＋p（＝）4≧0・If

＝＝D，，thenbyLemma4．7w℃SeeP（D2）1≦∑＃2P（D2）5，andtlmswealso

〆≡）㌻＋β（≡）4≧0．Clearly，間bav色（p（≡）さ－も）＋（〆≡）4－も）≦1肋≡＝馬，

‰D2．HencewehaNe63＋6i＋1≧Oif≡＝為Or量orD2・

（iv）．If＝＝哉orD3，Simi1arto（iii）wecanget62＋64＋1≧0・

（v）．If＝＝D4，Simi1arto（iii）wecanget62＋63＋1≧0・

（vi）．If＝＝El，Simi1arto（iii）wecanget61＋64＋1≧0・FtomLemma4・7

間dsosee∑言＝1p（風）メ≧0・

Bythe＄eSixresultsand（4．24），WeCanShoweaBilythat（4・54）holds・　ロ

Ifbothof（2．11）and（4・8）arevalid，from（4・12）andTheorem4・6，WeSee

eaBnythattosoIvetheIPPア（Q。）itissuncientonlytosoIvetheⅡ＞Pア（Q4（＝））

fortheM（0）－＄et＄≡in（Ci）uN●，i・e・Wehmthefo1lowingsimplecorollary・

Corollary4．3：IfthereceivedN－tuPlerandthe4－tuPle6satis＆（2・11）and

（4．8）respectively，thenwehave

皇【咤摘，屯（叫，％2，髄3，叫）】＝三。紙㌔【Q4（三）】・　（4・55）

Fbrea血M（0）－Set≡∈‡Cl，Dl，D2，D3，D4，El，哉，E3，包），WegiveaSub－

algo坤m－Q（≡）tosoIvetheIPPア（Q4（＝））inthesubsections4・5・1to4・5・3・Using
the＄eSub－algorithmswecanSOIvetheⅡ＞Pア（Q4）bythefo1lowi皿galgoritlm・

AlgorithmforsoIvingtheIPPP（Q4）

hput．TheN血plerwith（2．11）・The4－tuPle6＝（61，6i，63，64）with（4・8）・

Dqandnqdefinedby（4．1）foral1q∈B4・
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0Ⅶtput・£【Q4］＝皇【昭二ゐ烏血（叫，叫，叫，叫）】・

Stepl．Bythedefinitions，determinethe4－tuplesp（Dl）andp（El）・And

thengeneratethesetN■byTheorem4．6，andsoIvetheIPPア（Q4（＝））foreach

≡∈（Cl）uN．bytheSub－algorithm－Q4（＝）・

Step2・Outputmin＝e（C11∪択・E［Q4（＝）］andEND・　　　　　　　　　ロ

Sincethennmberofoperationsofadditionsandcomparisonsofrealnumbers

isoforder6至foranySub－algorithm－Q4（＝），WeSeethatthenunberofoperation＄

ofadditionsandcompansonsofrealnuhbersofabovealgorithni8a血00forder

6至，ZndthusisoforderN2・

NowwegivesomenotationswhichwillbeusedinthederivationoftheSub－

algorithm－Q4（≡），s．Fbrany24－tupleq∈Q4andtwo＄equenCeSql，q”∈B4，let

p（q，qJ，q”）denotethe24－tuPlewhichsati

〈；‡：；；；；：㌍㌫悪霊昔話′‾1，（4・56）
FbranyintegerkwithO≦k≦15，1etq（k）denotethe8equenCeinB4which

satisfies∑芸＝1q（k）j2j－1＝k・hthi8SeCtion，let2beafixedintegerwithl≦e≦

4．L虎β。＝0000andβも＝ケ（2‘‾1）．馳r壷＝1，2，3，1e七

句会〈
七会（1，2，3伸），　豆＋g，汀豆＋ゼ≦4，　（4・57）

i＋2－4，Otherwise，

β‘全J（2叫」），β；全J（㌢－1＋〆－1），β；全可15－2叫－1一〆－1）．（4．58）

4．5．1Sub－algorithmforSoIvingtheSub－IPPア（Q4（Cl））

btq全q＼（0000，0001）弧d

呼全max‡0，L（∂1＋い1）／2」），加古＝2，3，4．　　（4．59）

Fbrintegersd，kwithO≦d≦61，0≦k＜6f，1etR瑚bethesetofthe2h－tuples

qinQ4Whichsatisfy（4・2）and

如00＋如01＝d，∑J∈q‰＝∂1－d，

如10＋伽011≧昭一d，伽100＋伽101≧∂ぎーd，

伽000＋如10＋伽100＋伽110≧た，

‰＝0，払rJ¢q．
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ThenwehaJVeRd・h⊆Rd・k‾1⊆…⊆が0⊆Q芸．Let

♂全mhぴ1，乃。ふ＋伽。1‡， （4・61）

♂全max‡0，嘩＋∂冨一∂1，Jl－∑乃の
J∈q

錯一犯001i一犯0010，符一旬101一犯0100）・（4・62）

Then＃・Oisnotemptyifandonlyifdsaiisfies♂≦d≦Q・Ftomthedefinition

OfQ4（q）wec弧血ow組曲y

Q4（q）＝　∪　属礪・　　　　　　（4・63）

Clearly；Q4（q）dPtinumcanbeobtainedfromtheRdG－OPtimms・Next，We

giveaniterativemethodforgeneratingtheRd吼optimunS・Fbrdwithd≦d≦

♂，1et

v（句会∂1－d－maX愕一札0卜max描－d胡≧0，　（4・叫

Ⅴ（d）全（p皿1Up帥10）（㌻句∪（polOlUpol00）（呼一句，　（4・65）

Ⅴ・（d）全Ⅴ（d川（p血Up…1）（句∪（（UJ∈CipJ）＼Ⅴ（句）（v（瑚，（4・66）

andletqd・Odenotethe24－tuPlewhichsatisfiesD（qd・0）＝V■（d）・Thenqd・Oisan

Rd・0－OPtimum．IfR郎f≠¢，WeCanfindanRdG－Optimmfromqd，Obyiteration・

ktA全（（0000，0001））∪（（001叩100，0110）×‡0011，0101，0111））・

LeⅡ皿a4：8：Ameqd・hisanRd7h－Optizmmwhichsatisfies

晶＋戯。＋戯。＋戯。＝た．　　　　　（4・67）

Let∈（¢，り全‡甲（〆・た，〆，㌦）：（〆，〆′）∈A）∩月瑚＋㍉Tben点卯＋1＝¢正

andonlyifE（qd・h）＝¢，andthef（qd・k）－OpthnuTmuStbeanR4h＋1－Optimumif

！（♂た）≠¢・

Proo£SeeAppendixF．

Assumeqd・hisanR吼optimmwhichsatisfies（4・67）andE（qdrk）≠¢・Since

betweenLl（p（qd，h，q，qt））andLl（p（qd・h，β，q））withq＝βorqt＝βlwecan

findthesmal1eronewithnooperationsofrealn血ers？WeSeeeaSilythatto
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dcterminetheE（qd，h）－Op七imumitisenoughtoconsiderLl（q）－LI（qd，h）forat

most4tuplesqofE（qd，k）andtlmswithatmost70perationsofadditionsand

comparisonsofrealnumberswecanfindanR＆，h＋1－Opti皿m丘omqd，h・Hence，by

iteration丘omqd，0withaimost76goperationsofadditionsandcomparisonsof

realnumberswecanfindanRd，6f－Optimum，OrdetermineRd・6f＝¢．Withrespect

to（4．63）弧dthedefimitionoftheRd・6f．optimm＄，WeCangivethefouowingSub－

algorithm－Q4（q）tocomputeE［Q4（Ci）］．

Su一山gor址血Q4（q）

hput・TheN－tuplerwith（2・11）・The4－tuPle6＝（61，62，63，6i）with（4・8）．Dq

andnqdefinedby（4．1）forallq∈Ci．

0Ⅶtput．£【Q4（q）】．

Stepl・Compute∂デby（4・59）forj＝2，3，4，dltu（4・61）anddrby（4・62）・

Step2．Ifdl＞dr，thenoutput＋∞（i．e．Q（Ci）＝¢）andEND，Otherwise，for

eachintegerdwithd≦d≦dr，generatethe8etV事（d）by（4．66），anddetemine

the24－tuPleqd・0withD（qd，0）＝V＊（d），andthen，byusingofLemma4．8，findan

＃，呼－OPtimumqd・呼，OrdetermineRd・6f＝¢．

Step3・Outputm軸≦d≦dLl（qd76f）andEND・　　　　　　　　ロ

The numberofdwithd＜d≦drisaimo8t61＋1．Fbreachdwith

♂＜d＜dr，itneedsatmost76g≦7610Perationsofadditionsandcompari＄OnS

ofrealnumberstofindanRd・呼一OPtimumqd・6fortodetermineRd・6f＝¢．Tb

computeL，（qd，6f）itneeds61－1additionsofrealnumbers．Hencethetotal

number ofoperations ofadditionsand co皿parisons ofrealnumbersfor Sub－

algorithm－Q4（q）isnotmorethan861（61＋1）．

4・5・2　Sub－algorithmforSoIvingtheSub－IPP7＞（Q4（DL））

Clearly，Q4（DL）consist＄OfthetuplesqinQ4Whi血satisfy（4．2）and

〈
∑…＝0（恥＋転ト2（‰＋叫）＝紳赤飯豆＝1，2，3，

∑言＝0（恥一叫）≧み，弧d‰＝OfbrJ印‘・

呼全∑〆功）り／2＝「∑転／21，払r古＝1，2，3，
メ∈圭　　　　　　　　ブ∈圭
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∂D全max（0，「（み＋∑p（功）り）／21）＝maX‡0，「（い∑ギ）／21）・（4・70）

Fbrnonnegativeintegersd，k，1et点d，hdenotethesetofthe2h－tuplesqinQ芸

whichsatisfy（4．2）弧d

†‰。＋叫＝d，∑…＝0恥≧た，

‰＋叫＝好一d，払r盲＝1，2，3，

曾J＝0，払rオ卓♪∠・

αearly，間bave点研⊂励帰一1⊆…⊂か0⊆Q㌻bt

♂全max（0濃荒（好一乃βi一両），

♂生血（乃軸＋輝書怨酢

Thenfrom（4．2）and（4・68）to（4・73）wec弧PrOVeeaSilyt

Q。（β‘）＝　∪　虐げ‾d・
♂＜d＜き

Fbrdwith♂≦d≦dr，Write

Ⅳ（句会（p。。Up鴫）（句u U（pβ‘Upわ（呼‾句，
1＜i＜3

（4．71）

（4．72）

（4．73）

（4．74）

（4．75）

andletヂ・Odenotethe24－tuPlewhidsatisfiesD（4d・0）＝W（d）・Then♂・Omust

bean＃，0－OPtimun．If＃，6D－d≠¢，thefollowinglemmasuggestsaniterative

methodforfindingan点郎D－d－OPt血mfrom㌔Otoo・

LeⅡ皿a4．9：A凱皿e4d嫡isan＃・h－OPtimumwhichsatisfies

舐た＋舐鳥＋鴎た＋鴎た＝た・　　　　　（4・76）

kt紳，り全（甲（d郎，βブ，β；）‥0≦J≦3）∩点嘩＋1・¶加n点聖＋1＝押弧do山y

ifi（色d・k）＝¢，andthe紬瑚）一OPtimmisan廓h＋1dPtimumifi（〆声）≠¢・

ProoLThislemmaisananalogueofLemma4・8・Wbomittheproofhere・□

SimilqrtotheSub－algorithm－Q4（q），WeCanfoundaSub－algoritlm一Q4（DL）

tocomputeギ【Q4（DL）】・
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Sut＞algorithn－Q4（DL）

hput・TheN－tuPlerwith（2・11）・The4－tuPle6＝（61，62，6i，64）with（4．8）．D。

andnadefinedby（4．1）forallα∈DL．

仇卸止£［Q4（功）】．

Stepl・Determinetheintegersaifori＝1，2，3，the4－tuPles siands；for

i＝0，1，2，3．Computetheintegers6？by（4．69）fori＝1，2，3，6Dby（4．70），♂by

（4．72）弧dあ弧d毎（4．73）．

Step2．If♂＞dr，thenoutput＋∞（i．e．Q4（DL）＝¢）andEND．If♂≦dr，for

eachintegerdwith♂≦d≦dr，generatethesetW（d）by（4．75）anddetemine

the24－tuple4d，0withD（4d，0）＝W（d）．Andthen，byusingofLeⅡ皿a4．9，find

an廓押－d－Op血mmゲ，JD－d，Ordetemine点郎D－d＝臥

Step乱Outputm軸≦。≦か机ぜ・伊‾d）弧dEND・　　　　　　　ロ

Thenumberofoperation＄Ofadditionsandcomparison80frealnumbersfor

Sub－algoritlm－Q4（DL）isnotmorethan∑監。（7（261－d）＋361－2d）＝2561（61＋

1）／2．

4・5・3　Sub一algorithmforSoIvingtheSub－IPPP（Q4（動））

Clearly；Q4（Ee）consist＄Ofthe24－tuPlesqinQ4Which＄atisfy（4．2）and

〈
‰。＋‰も＋ら舘（恥一明）－‰＋呵＝β（昂）町払r壷＝1，2，3，

9叫一明＋∑言＝1（叫＋叫）＝β（恥，弧d‰＝0肋Jヂ払

呼全（ク（塾）‘＋〆塾）¢‘）／2＝「（み＋も‘）／21，加古＝1，2，3，

∂E全去畑）ブ／2＝
ブ＝1 ほ

1ち／2l，if∑；＝1ちisodd，

＝1年－み，OtbeⅣise‥

（4．77）

（4．78）

（4・79）

Thenfrom（4・2）弧d（4・77）to（4．79）wecanshoweasilytha七the24－tuplesqin

Q4（Ee）canbegivenby

†

曾βも＝J丑一叫‰○＝2w－∬1－ご2－∬3†

叫＝好一∬ゎ‰＝∑経木勾一叫血両＝1，2，3，

‰＝0，払rJ庭量．
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wherew，Xl，X2，X3Satisfy

max牲J耳－れきも）≦ぴ≦∂E，　　　　（4・81）

0≦2ぴ－ご1－∬2－∬き≦花町　　　　　（4・幻）

max（0，好一侮；）≦勘≦吼0≦∑旦－ひ≦侮，飯盛＝1，2，3・（4・呵

Fbranyintegerwwith（4．81），1etn（w）denotethesetofpairs訂全（xl，C2，33）

whichsatisfy（4．82）and（4．83）．Fbr汀∈n（w），letqw（訂）bethe24－tuPleofQ（Ee）

definedby（4・80）・職血teLw（汀）全Ll（qw（訂））for汀∈n（w）andLw（訂）全＋∞

for訂印（w）・FbranySubsetn10fn（w），1etLw［n，］全minqEn，Lw（訂），andwdte

Lw［4］全＋∞．Ifapair訂∈n′satisfiesLw（汀）＝Lw［n，］，WeCal1itnl－Pair・Ⅵね

wi11sh珊amethodtoevaluateE［Q（動）】byfindingann（w）－pairforea血wwith

n（w）≠¢．

Fbrintegersw，＝，letf2（w，X）全（訂∈Sl（w）‥汀＝（・，・，3））・Atfirst，We

considertogiveann（w，C）－Pairfornonemptysetn（w，C）・LetTdenotetheset

ofpairs訂l＝（a＝i，夷，鶴）with＝；∈il，0，－1）・Fbr訂∈n（w）and汀l∈T，WeSay

thatwetangrow訂intheql－directionto訂＋qJifLw（訂）＞L．。（訂＋訂l）・Fbr

anynOnemptySetn（w，X），WeCanfindann（w，X）一Pairbythefo1lowinggrowth

procedure．

GrowthProcedureofanSl（w，C）－pairT（w，X）

Preparation．Selectanarbitrarypair訂Ofn（w，a：）aBtheseed・

Stepl．Ⅵ屯considertogrow訂inthe（1，0，0）一directionand（－1，0，0）－direction

tillwecannOtdoanymOreandthengotoStep2・

Step2．IfwecangrOW訂in打l－directionforsome訂10f（（1，0，0），（－1，0，0），（0，1，0），

（0，－1，0）），WegrWitin訂l－directionstepbysteptillwecannOtdoanymoreand

thengotoStep2）OtherwisegotoStep3・

Step3．Wbconsidertogr珊7rin（1，－1，0）－directionand（－1，1，0）－directionti11

wecannOtdoanymOreandthenoutputT（w，X）＝qandEND・　　　　　ロ

Wbhavethefo1lowinglemma・

Lemma4．10：TheoutputT（w，C）oftheaboⅦgrOWthprocedureisann（w，X）一

palrandthegrαWthroutemustbeoneofthefourcla占SeSShowninFig・4・1・

ProoたSeeAppendixG．
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Figure4．1ThepossibleroutesofthegrowthofT（w，Z）

Sinceforeadstepofgrowthor血angeofdirectionitneeds4additionsand

comparisonsofrealm皿bers，aL：COrdingtoFig・4・1wecanShoweasilythatfrom

anaJbitrarypair汀Ofn（w，3）withatmo＄t16woperation＄Ofadditionsand

comparisonsofreal刀皿mberswecanfindann（w，3）－Pairbytheabovegrowth

procedwe．

SometimesitisnoteaBytOSelectaseedforthisgrowthprocedure・Below

wegivealemmawhichsuggestsaconcretemethodforglⅥngapair訂fromany

nonempty紀tn（叫∬）．

1e皿a4．11：（i）n（ひ）≠¢首弧do山yif

0≦呼≦n．。＋几一2＋乃。さ＋恥；，

0≦鍔≦几旬＋几一1＋乃∫き＋几．；，

0≦鍔≦几旬＋犯さ1＋犯さ℡＋花．；，

（4．糾）

（4．約）

（4．86）

max‡ギー几中昭一れ∫；，鍔一犯。；）≦mh（ギ＋花町鍔＋乃。2，鍔＋氾旬‡，（4・87）

andぴ1＜w＜wr，Wbere

w－全血（∂E，几。1＋乃巧＋Ⅷ玩＋2‰L岬0」，
2

2J若＋几。1，2碍＋几。2，2碍＋m，き，鍔＋鍔，呼＋碍，呼＋鍔，

ギ＋几．1＋乃和昭＋乃．2＋兜町鍔＋几。さ＋乃，。），（4・鍋）

wl全m弧牲ず一輝「町射碍⊥ご一；←叫；‾n一；1，2

ギー乃。；，2好一2乃∫；一犯。2一犯和昭＋昭一n。1一犯き；一花。；，

昭一花。；，2昭一加。；－れ一1－れ和才若＋昭一n．2一犯。；一犯。；，

鍔一犯。；，2鍔－2乃。；一犯。1－れ∫”ギ＋昭一乃。き一犯。；一犯∫；）・（4朋）
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（ii）Assume一之（w）≠¢．n（w，Z）≠4ifandonlyifzl（w）≦z≦zr（w），Where

zr（w）全mi巾，隠L些」，碍＋恥∂打れき2，
2

乃き1＋几き2＋鱒和2t〟－∂デー鍔＋れβ；＋几β；，

ぴ一鍔＋陀き；＋れ。2，W一鍔＋陀。；＋兜。1），（4・90）

舟）全max（0，「竺二空堕1，ひ一犯さ8一旬，2ぴ－ギー昭一侮，

昭一犯さ；，ぴ－ギ，ぴ一郎デー叫一恥さ，昭一几き；一犯喝）・（4・91）

（iii）Ifn（w，Z）≠¢，thenn（w，Z）containsatleastoneofthefo1lowingfourpairs‥

軋㍉，q叩一転声，Z），鶴声，帰一鳴声，Z），　　（4・92）

（吼帰一ぬ声，ぬ㍉，Z），（帰一ぬ声，ぬ声，Z），　　（4・93）

克㍉全max（0，ギ一輝び一之），屯㍉全mi坤芋，几β2＋ぴ一之），（4・94）

止声全max‡0，碍一犯β；，ぴ－Z），妃㍉全m叫愕，几β1＋ぴ一之‡，（4・95）

旬声全max（叫2tい一之一犯．。，克声＋止㍉）・　　（4・96）

Ho駅Ver，itisnotneededtofindallther之（w，3）－Pairsbythegrodhprocedure・

hdeed，thefollowinglemmasuggestsa8implemethodforfindingaf？（w）一Pair

fromaknmn（w，C）－pair・

LeⅡ皿a4．12：Let訂bean（w，3）－Pairand

T・全（（0，0，0），（－1，0，0），（0，－1，0），（1，－1，0），（－1，1，0），（－1，－1，0））・（4・97）

1．Ifn（w，X＋1）≠¢，thereexist8apairq，inT＊sudthat7r＋（0，0，1）＋qlisa

n（叫∬＋1）一p扇r・

2．Ifn（w，a；－1）≠¢，thereexistsapairq”inT■suchthat打一（0，0，1）－q”is

an（址㌧∬－1）－pah

3．汀isan（w）－pairifandonlyif

ん（汀）≦mh‡ん【n（叫ご－1）】，ん【n（叫∬＋1）］）・
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Prooft SeeAppendixH．

Wbcanusethefo1lowingSub－algorithm－Q4（El）toevaluate皇′【Q4（哉）】．

□

Subペ止gori七山n一々4（筏）

血put・TheN－tuplerwith（2・11）・The4－tuPle6＝（61，62，63，64）with（4．8）．D。

andnadefinedby（4・1）fora11α∈動．

0血pⅦt・£【Q4（昂）】・

Stepl・Determinetheintegersal，a2，a3，andthe4－tuplesso，Sl，S2，S3，8乙，S；，

S；，S；・CompTtetheinteger86？by（4・78）fori＝1，2，3，and6‡by（4・79）・Then

use（4．88）and（4．89）tocomputewrandwl．

Step2・Ifoneof（4・84）－（4・87）orwl≦wris’notvalid，thenoutput＋∞（i．e．

Q4（動）＝¢）andEND，Otherwise，foreachintegerwwithwl≦w≦wr，by（4．90）

and（4・91）computezr（w）andzl（w）・Letみ＝L（zr（w）＋zl（w））／2」．Selectapair

infl（w，Zw）by（4・92）and（4・93），andthengenerateantl（w，み）－pairT（w，ん）by

thegrowthprocedure・ThenaccordingtoLemma4・12tofindann（w）－PairT（w）．

Step3・Outputminwl≦．。≦wrLw（T（w））andEND・　　　　　　　　　□

Wもconsiderthecomputationalcomplexityofthissub－algorithm・According

toLemma4・12，丘omanr之（w，C）－pairT（w，3）wecangetanSl（w，C＋1）－pair

T（w，X＋1）（orann（w，C－1）－pairT（w，X－1））withatmost200peration＄Of

additionsandcomparisonsofrealnumbers，anddeterminewhetherL．。（T（w，X））≦

Lw（T（w，X＋1））（orLw（T（w，r））≦Lw（T（w，エー1）））holdsornotwith5more

Operationsofadditionsandcomparisonsofrealnu血bers・？incen（w，X）＝¢if

X＞w，WeCanfindann（w）一PairT（w）withatmost25w／20peration80faddition＄

andcomparisonsofrealnumbers．飢1rthermore，Sincethenumberofaddi七ion＄and

COmparisonsofrealnumbersforcomputingLw（T（w））is6瓦＋6f＋曙＋碍－2w－1

andfl（w）＝¢forw＞6ZB，●thenumberofadditionsandcompariBOnSOfreal

numbersforevaluatingE［Q4（EE）】withSub－algorithm－Q4（Ee）isnotmorethan

∑監。（53ぴ／2＋∂E＋呼＋愕＋嘲≦63Jl（2Jl＋1）／2．
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4．6　AnImprovementoftheOptimalityCondi－

tion

Wtnoticethattheset咤ゐ，．．．，dh（ul，u2，・・・，uh）inLemma2・1canbereplaced
withanysupersetofC＼（∪鞋10句－1（uj））・IfsomeofthereferencewordsujaJe

c。dew。rds，andthedistanCePrOfi1e勒全（0，Wl＝dznin，W2，・‥，）ori由partial

knowledgeisknown）thenwecandesignsomestrongerCondopts・

FbraDyintegerdand2N－tuplev∈VNIlet

如（Ⅴ）全（≠∈ⅤⅣ：壷（り，可＝叫　　　　　（4・99）

Assumethefirsthoreferencewordsarecodewords．Fbrjwithl≦j≦ho，

1eti（j）全min（i：Wi≧句）．Fbranysequenceα∈Bho，define

叩，α）全1労≦監吾）（叫）1労≦監声∂叫脚（叫）如法九∂句（叫）・（4・100）

ThenthesetUα∈Bh。V（h，α）isasupersetofC＼（畦10句－1（u5）），andtlmsthe

resultofLemma2．1isstiuvalidifwereplacethese七曜d，，．．．，dh（ul，u2，・・・，uh）in

h血皿a2．1witbUα∈か。y（九，α）・

LeⅡ皿a4．13：Assunethatul，u2，…，uh。aJeCOdewordsandcbestisacode一

耶rdinU左10句－1（叫）而tb九≧‰・Ⅱ

エ（q，戚）≦皇

thentheoptimalcodewordcb，tⅡ山或belongtothesetU袈10句一1（叫）・

Itisneededtoevaluate妄【Uα∈Bh。V（h，α）】・Cle訂1y；間haNe

皇［α営ん。
Ⅴ（九，α）

］ ＝諾袈劃γ（九，α）】

（4．101）

ロ

（4．102）

LetQ（h，α）denotethesetofal12h－tuPlesq∈QhWhi血satisfy（4・2）and

∑
J∈βん

∑
J∈βん

∑
J∈βん

‰（－1）J‘

払（－1）ケ；

毎（－1）Ji

＝舅，払r豆∈【1，瑚dtbαi＝0，

≧吼払r盲∈【1，瑚而tbαi＝1，

≧仇，払r豆∈t九0＋1，軋
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句会叫∽－lpl（叫）l，

句′全叫∽車－I℡1（叫）ト

Then，SimilartoTheorem4．1，Wehavethefo1lowingtheorem．

Theorem4．7：Ifthereceivedsequencersatisfies（2．11），thenwehaNe

g【Q（九，α）】＝皇【Ⅴ（九，α）］，払＝山α∈β毎・　ノ

（4．104）

（4．105）

（4．106）

4．6．1　EvaluationoftheImprovedOptimalityCondition

for the Case h＝1

hthi8Subsection，WeeValuatetheimprovedoptimalityconditionforthecaBe

thattherei＄Onlyonereferenceword，Whi血isalsocodeword．Thenh＝ho＝1．

Q（1，0）conBistsofthetupleq＝（qo，ql）whidlSaiisfies

伽一軌＝軋0≦伽≦勒，0≦軌≦呵・

Clearly，Wehawe

一呵＝－れ（叫）≦重≦Ⅳ一花（叫）＝瑚・

Hence，Wehave

g【Q（1，0）】＝　∑　Ir‘ト

緩p㌘i）皿王‾り

Q（1，1）consistsofthetupleq＝（qo，ql）whichsatisfies

伽一助≧軋0≦伽≦勒，0≦曾1≦叫・

取om∂r≦Ⅳ一犯（叫）＝勒，We8ee

劃Q（1，1）】＝　∑れ卜

‘∈ポ）

Fbrthermore，WeCanget

g【Q（1，0）uQ（1，1）】＝

〈

（4．107）

（4．108）

（4．109）

（4．110）

（4．111）

血（∑‘∈が）仙∑結ポ）仙叫＜0＜∂r，

＝抑仙　　　otbe血（4・112）
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4．6．2　EvaluationoftheImprovedOptimalityCondition

forthe Case h＝2

hthissubsection，WeeValuatetheimprovedoptimalityconditionforthecaBe

thattherearetworeferencewords．

Casel：Oneofthetworeferencewordsi5COdeword，i．e．ho＝1・

Assumeq書isami血alQ（2，0）－Opt血m・WbseeeaBilythat

曾；1房。＝す；19；1＝q；0感1＝0・

Ⅱ雇1＋9；0＝0，tben

〈

i．e．

〈

Hence，WehaⅦ

感0＋脇＝私感0一房1≧あ，

0≦感。≦几00，0≦感1≦勒1，或1＝或0＝0，

感0＋脇＝軋脇≦L（∂i一あ）／2」，

0≦督；。≦乃00，0≦房1≦勒1，軋＝或0＝0・

∂i≧0，∂i－あ≧0，

エ′（qり＝　　　∑　　　困・

‘紳。。∪祀‘卜‘2）′2J））（り

If房0＋房1＝0，tben

〈

i．e．

〈

Hence，Wehave

一成1－9；0＝軋一重1＋q；0≧∂2，

0≦亀≦呵1，0≦雇。≦呵0，感0＝房1＝0，

亀＋曾；0＝一札瓜≦L（－∂i－あ）／2」，

0≦亀≦勒1，0≦曾；0≦勒0パ蒜0＝感1＝0・

∂i≦0，∂i＋も≦0，

エ′（qり＝　　　∑　　　hト

吋pl。∪祀（‾‘i‾‘招」））（－り
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（4．114）

（4．115）
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Ifq；。＋q；l＞0andq；1＋q；0＞0，丘om（4・113）weseeq；1＝0，q；0＞0，q；1＝0

andq；0＞0．If△（q＋）2＝q；0＋q；。－q；1－q；1＝q；0＋q；0≧6i＋2，thenthetupIc

q＝（qbo＝q；0－1，qlO＝q；0－1，qOl＝qGl，qll＝q；1）belongstoQ（2，0），COntraCtS

thedefinitionofq＊．Hence，

〈
Tben，WebaⅦ

感。－曾；0＝軋あ≦ヴ；0＋曾；。≦あ＋1，

0≦感。≦moo，0≦9；0≦勒0，或1＝感1＝0・

「（∂i＋あ）／21≧0，「（∂2一重）／21≧0，

エ′（qつ＝　　　∑　　　lr‘卜

‘∈祀甘埼）′21）∪祀（行当）／21）

（4．118）

（4．119）

Fbrthemore，WenOticethatif6iand62Satis＆（4・114）and（4・116），Or（4・114）

and（4．118），Or（4．116）and（4・118），then（4・115）弧d（4・117），Or（4・115）and

（4．119），Or（4・117）and（4・119）arethesame，reSpeCtively・Hence，Wehwe

（4．120）

SinceV（2，1）isasetofkindof曙，d，（ul，u2），aCCOrdingtother飢1tofsedion
4．3，WeSee

g【Q（2，1）】＝ ∑
柁匹厄Uクエヒ昭一‘2）加∪祀（占2一桝」））（m呵・‘2｝）

困．　（4．121）

［］

Ca5e2：Boththetworeferencewordsarecodeword，i．e．ho＝2．

取om（4．120），Ⅶ℃6ee
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Ftom（4．121），WeSee

£【Q（2，11）】＝ ∑
即加魂（∂ど‾瑠）′2」）腰王と（針桝」））（M（甘考））

lriト　（4・124）

AboutE［Q（2，00）］，WeSeeQ（写，00）consistsofthetuplesqwhichsatisfy

†

Hence，Weha聞

古【Q（2，00）】＝

（如一触）＋（如一曾10）＝軋

（如一触）－（伽1－軌0）＝∂妄，

0≦‰≦犯J，知誠J∈月雪

∑

結城i＋騨2）∪結申研）戒㌢帥）∪結中帥）

困．（4・125）

4．6．3　EvaluationoftheImprovedOptimalityCondition

forthe Case h＝3and ho＝1

hthissub8eCtion，WeCOn由dertoevaluatetheimprbvedoptimalitycondition

forthecaBethatthereare．threereferencewordsandoneofthemiscodeword・

ThenweneedtosoIvetheIPPア（Q（3，0））．WbfirstsplittheIPP7＞（Q（3，0））into

6sub－IPPs，eaChofthemhaBatmOStfourvariables・Someofthesesub－IPPscan

besoIveddirectly，theotherscanbesoIvedbysimpleiteration・

Withoutlossofgenerality，Wea∬une62≧63・Letqldenotethesetofthe

2h－tuPlesq∈Q3Whi血satisfy（4・2）and

恥00＋伽10＋如1＋伽11＝旦，

伽00一助10＋9001一助11≧あ，

伽00＋伽10一触1一助11≧∂3，

留100＝軌10＝軌01＝9111＝0・

Let宙2denotethesetofthe2h－tuPlesq∈Q3Whichsathfy（4・2）and

（4．126）

（4．127）



Let中3denotethesetofthe2h－tuples9∈Q3Whichsatisfy（4．2）and

Let宙4denotethesetofthe2h－tuPlesq∈Q3Whi血sati8＆（4．2）and

Let宙5denotethe2h－tuPlesq∈Q3Whichsatis＆（4．2）and

Let宙6denotethesetofthe2h－tuPlesq∈Q3Whichsati8fy（4．2）and

〈9000一曾100＝∂i，伽00＋9100≧ち，曾010＝如1＝軌10＝伽11＝軌01＝軌11＝0．

Lemma4．14：Ifあ≧63，thenwehave

£【Q（3，0）】＝磨整g【叫

（4・128）

（4．129）

（4．130）

（4．131）

（4．132）

Proo£Supposeq■isaminimalQ（3，0）－OPtimum・BelowweproⅦq■∈Ul≦j≦6宙5

弧d七山遁（4・132）bold5・

Ifq；11＞0，thenw℃CanSeeeaBilythatq；＝0foral1q∈B3withql＝1，

andtbnsq■∈宙1．

Ifq；11＞0，thenwecanSeeeaBilythatq；＝0forallq∈B3withql＝0，

andtbu5q■∈宙2．

Belowweassumethatq；11芦q；11＝0．Clearly，WehaNe

扁109；。1＝0，感01雇10＝0．
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Nowweprmth戒

ヴ；10感10＝0．　　　　　　　　（4・134）

Assumeinthecontrastthatq；10＞0andq；1。＞0・By（4・133），WeSeeq岩01＝

9；01＝0・Ⅱ

㌫＋9；00＋房1。＋雇10≧も＋2，

thenthetupleqwith

触0＝扁10－1，軌10＝雇10－1，

‰＝曾；知J∈が＼（010，110）・

isalsoinQ（3，0），Whichcontradictstheassumptiontha七q■ism血al・Hence

webave

∂3≦品。＋督；脚＋房1。＋雇10≦ゐ＋1， （4．135）

and七山通

電00＋曾；00一房10一重10≦もー3＜ゐ，

thiscontradictsthatq＊∈Q（3，0）．Hence（4・134）holds・

Casel：q；01＞0and感01＞0・

By（4．133），WeSeeq；1。＝q＆1＝0・Simi1arto（4・135）ⅦCanPrOⅧthat

も≦応。＋9；鋸＋晶1＋9；。1≦J2＋1，

andtbusq■∈督3．

Case2：或10＞Oand感01＞0・

By（4．133），WeSeeq＆1＝q；1。＝0・If鳴。＝0，thenq’∈宙2・N珊WeaSSume

thatq；00＞0．Similarto（4・135）wecanprOⅦt

ゐ≦応0＋q；帥一弘0＋曾；01≦あ＋1，

も≦応0＋雇00＋払0－ヴ；01≦も＋1，

andthほq事∈宙4．

Case3：感10＞Oand瓜1＞0・

69



By（4．133），WeSee曾；01＝或10＝0・

Ifq；。0＝0，thenq＊∈gl・NowweaBSumethatq；0。＞0・Simi1arto（4・135）

WeCanprOⅦthat

∂2≦扁。0＋q；0。一房10＋房01≦あ＋1，

あ≦晶0＋督；00＋感10一房01≦あ＋1，

andtlⅢSq■∈宙5．

Case4‥感1。＞0弧d感01＝或10＝0・

By（4．133），WeSeeq；。1＝0・Ⅱq；。0＞0，Similarto（4・135）wecanprOVethat

∂3≦感00＋曾；。。＋感10≦も＋1，

andtbus

ゐ≦感。0＋9；。0一房10≦∂3－1＜あ，

thisco血radictsq■∈Q（3，0）．Henceq；0。＝0，andthenq■∈宙1・

Case5：感。1＞Oand房10＝q；01＝0・

By（4．133），WeSeeq；1。＝0・Ifq；00＝0，andq’∈宙1・NowweaBSumethat

q；。。＞0・Similarto（4・135）wecanprOVethat

あ≦感。0＋曾；00＋房01≦も＋1，

andtbusq■∈督3．

Case6：雇01＞Oand感10＝雇01＝0・

By（4・133），WeSeeq；10＝0・Tf鳴0＝0，andq■∈q2・Nowwea凱methat

q；。0＞0・Simi1arto（4・135）wecanprOVethat

も≦房。0＋雇。。＋曾；01≦∂2＋1，

andtbus9♯∈申さ・

Case7：或1。＞Oand脇0＝曾；01＝0・

By（4・133），WeSeeq；01＝0・Ifq；00＞0，Simi1arto（4・135）wecanprovethat

も≦房。0＋曾；。0＋9；1。≦∂8＋1，

andtbus

あ≦感00＋曾；。0一房10≦∂3－1＜∂2，
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thisco皿tradictsq＋∈Q（3，0）．Henceq；00＝0，andthenq＊∈V2・

Case8：感1q＝戚Il＝瓜0＝蚕01＝0・

Wbseesimplythatq’∈甘6・

Since留1and督，areSetSOfthetypeofQ3（03）and宙4and宙5areSet＄Ofthe

typeofQ3（Al），reSpeCtively，theIPPsア（qi）canbesoIvedbythemethodsused

hSedion4．4加古∈（1，2，4，5）・

TbsoIvetheIPPP（q13），fork≧0，1etV3（k）denotethesetofthe2h－tuPles

q∈Q3Whichsatisfy（4・2）a・nd

如0＋伽01＝L（あ＋重）／2」，

如0＋伽1＝L（あー重）／2」，

伽00＋軌00≧た，

伽10＝軌10＝伽11＝軌11＝0・

αe訂1y，宙3＝囁き（！），Wbere

！全「（L（∂2＋∂i）／2」＋L（∂2一郎／2」＋も）／21・

（4．136）

（4．137）

ItisveryeaBytOgivea叫｝1eq。inV3（0）suchthatLl（qo）＝E［q3（0）］・Andby

simpleiteration，WeCangetatupleqEin宙3＝q3（E）suchthatL’（q！）＝

正中8≠¢．

FbrtheIPPア（督6），WeSeeeaSilythat

g【叫＝　　　　　∑
‘∈舐㌃（叫i＋‘2）′21｝）up三豊i埼）′2トり

困・ （4．138）

Thenumもerofoperationsofaddi七ionsandcomparisonsofrealnumbersfor

801vingtheIPPア（Q（3，0））byuseoftheabovemethodsisoforderN・
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Chapter5

SearchCentersoftheMultistage

Chase－TypeDecoding

Fbrapositiveintegerh，amiti＄tageChase－Typedecoding【13］isdefined

aBanIDAconsistingofsuccessivestagesChaBe（vぴ），t。，1b）withl≦j≦h，Where

vぴ），Calledthesearchcenteratthej－thstage，ischosenasthehard－decisiontuple

zforj＝1，andthewordinVNwhichsatisfies

叫び））＝皇【佗“ⅤⅣ＼点cb郎e（抑，輌））】

払rl＜ブ≦九，Wbere

月払賊（抑，輌）全‡正∈ⅤⅣ：屯小1，Ⅳ（正，㌦）≦£0‡

isthesearchregionofChase（v（i），tO，7b）．Then，（5．1）canberewri七tenas

＝左胸∈y〃‥屯小1，Ⅳ（茫，廿（‘））≧f。＋1，肋1≦i＜州

（5．1）

Wもconsidertodeteminethefirstafewsearchcentersforthisalgorithminthis

血apter．

Clearly，恥（℡ぴ））＝pl，旬（z）払r弧yj．Let〆全p小1，Ⅳ（γ）弧dz′全

釣旺1，Ⅳ（z）∴R汀u∈Vn而tb乃全〃一恥1e七

エ■（可全　∑　帖
1≦i≦n，叫≠g；
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Thentheproblemfordetermlmngthe8earChcentersvu）isequivalenttothe

problemfordetermlnlngaSeriesofn－tuPlesvj∈Vnsuchthatvl＝Zl）andfor

j＞1，りSatis丘es

り∈愕，…，r（vl，V2，…，り－1），

エ＊（vj）＝
‰∈愕，，…，，（仇，甲2，…，叫－1）

wbereT全f。＋1．

Itisknmthat

Z′…1＝（里」』，

zノ…2＝u，凹，
丁　　　　　　　れ一一r

エ●（可，

（5．3）

（5．4）

（5．5）

（5．6）

∠＋v3＝u，』Jヱ，〕，　』　・（5・7）
Lり2」　「丁／21　「り21　れイーけ／21

Then－tuplesv4andv5aredetermhedinSections5・1and5・2respectively⊥

Thecomputa・tionalcomplexityofthedeterminationisshmtobeoforderT・

5．1　DeterminationoftheSearChCenterofthe

FburthStage

Assunen・全n－T－「T／21≧0．Ftom（2．11）and（5・3）to（5■7），thethird

searchcentermstbeann－tuPleu∈愕，，（vl，V2，V3）forwhichthen－tuplez’＋u
hastheformof

，0，〕，U，LJILユリ，
霹4　　Lり2」－ご4　　£さ　　け／2ト正さ　　方2　「り利一エ2　　ヱ1　が‾£1

qJ」，0，…，0，1，…，1，0，

wbere∬1，ご2，ごきand∬4Sa七輪

〈

†

and

0≦∬1≦が，0≦∬2≦「丁／21，

0≦耳3≦「丁／21，0≦∬4≦LT／2」，

Ⅷ宜（髄＋vl）＝∬4＋∬3＋∬2＋ご1≧丁，

ぴE（髄＋v2）＝（丁一∬4－エさ）＋エ2＋ヱ1≧丁，

ぴⅡ（髄＋℡3）＝（LT／2」－ご4）＋∬さ＋（「丁／21－ヱ2）＋ヱ1≧丁，
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1．e．

†

∬1＋∬2＋∬3＋∬4≧丁，

∬1＋∬2一正さ－∬4≧0，

∬1－∬2＋ごさ－∬4≧0．

（5．11）

Letn4denotethesetofpairs町会（cl，C2，33，3．）whichsatisfy（5．9）and

（5．11）．Fbr訂＝（31，a＝2，X3，C4）∈n4，letu（訂）denotethen－tupleofVnforwhich

zl＋u（訂）isgiwnby（5．8）．Letq＋beapairofS14Whichsatisfiesv4＝u（q＋）・Fbr

anytwopairsqland訂20fr之4，WeSay訂1＜・訂2ifL■（u（訂1））＜L＋（u（mb））．Clearly，

thereisnopanr訂SuChthat訂くq＋．BelowweconsidertodeterminethepaJr

が＝（∬；，∬芸，∬；，∬芸）・

Lemma5．1：Aboutthepairq＋，Wehavethefo1lowlngfivesimpleresults：

1）ご；＝£；；

2）夷
3）△

≦ ∬；≦∬芸＋1；

ヱ；＋∬；＋∬；＋∬；一丁≦1；

4）△・全△＋（ヱ；一頃）≦1；

5）△■＝「丁／21－LT／2」・

Prooftl）Onehand，if3；＞3；，thenweha代（3；，3；，3；，C芸）＜が，CO血radictory・

Ontheotherhand，ifc；＜x；，thenfromc；＋c；－X；一頃≧Owesee3；pl≧c芸

andthen（3；－1，a＝芸＋1，3；，夷）ぺq＋，COntradictory・

2）Ftoml）and（5・11），WeSeethata＝芸≦3；・Ifc；≧3；＋2anda＝；＜「T／2l，

thenwehawe（c；－2，X芸＋1，r；＋1，X；）＜が，COntradictory．Ifx；≧c芸＋2and

3；＝「T／21，thenweham（0，3芸，3；，0）＜が，COntradictory・Hence間muSthave

ヱ；≦∬；＋1・

3）If△≧2，thenfroml）and2）weseee誠ilythat3；・r芸≠00r3；・．a＝；≠0，

弧dthほWebm（ヱ；－1，ご；，∬；，皐；－1）くつげor（ェ；，ヱ；－1，ご；－1，∬芸）イが，

COntradictory．

4）Ⅳ△●≧2，thenby2）and3）wesee△＝C；－3：芸＝1andthus（r；－

1，ヱ；，∬；，夷）ぺが，COntra心血ory

5）△●＝「丁／21－LT／2」fbuows丘omO≦△書≦1andT＋△■＝2（∬；＋∬；）誌

eVen．
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LetTdenotethesetofpairs7rwiththeformof（「T／21－3，a＝，X，LT／2」一X），

Whereintegerxsatisfies

∬。全max（0，「丁／2トが‡≦∬≦LT／2」・

Theorem5．1：Thereisapalrq＋with

が∈〈芸，∪｛（。，「仰′21，。）｝，慧憲，
su血tbatv4＝％（灯り．

Prooた∬△＝0，fromLemma5・1IWeSeeeaSilythat

（5．12）

（5．13）

∬；＝∬；，∬；一頃＝「丁／2トLT／2」，∬；＋夷＝レ／2」，　（5・14）

andthenfromO≦車；≦n＋weseeeaBilyq’∈T・

If△＝1，fromLemma5．1，WeSeethat

「丁／21－LT／2」＝△■≧△＝1，

thismeanSthat△■＝1andTisodd．ThusbyLemma．5．1wehave

ヱ；＝ヱ；，∬；一年；＝△■－△＝0，∬；＋∬；＝「丁／21・

（5．15）

（5．16）

Fbrthermore，WeCOnCludethatx芸mustbezero，ifinthecontrastx芸＞0，then

wehawe（3；，a＝；，X；，頑－1）・＜q＋，COntradictory・HencewehaⅥ＝がmⅧ或bethe

pair（0，「丁／21，「丁／21，0）廷△＝1・　　　　　　　　　　　　　　　□

AぷⅢmet旬＝‰（「丁／21一∬■，∬■，エ■，レ／2」－が）・Ⅵ厄te

巾）全一宮．2仰ト£けIr；．如けIrtり勾巾．1ト妬／2」－£l，（5・17）

and訂。全（「T／2トc。，X。，3。，LT／2」－30），Where30isdefinedizl（5・12）・Then

エ＊（v3）－エ■（≠（訂。））＝　∑　り（ご）・　　　　（5・18）

Since71（x）ismonotonical1ydecrea血g，WeCanfindtheinteger3■easily・hdeed，

wecandeterminetheinteger3＊withatmost4LT／2」≦2TOPerationsofadditions

andcomparisonsofrealnumbers・HenceIthenumberofoperationsofadditions

andcompa・risonsofrealnuhbersfordeterm1nlngV4isoforderT・
●　　　　●
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5．2　Determinationofthe SearChCemierofthe

Fi氏hStage

5．2．1　MainAlgorithmforDetermlngV5

According七OTheorem5・1Ithedeteminationofthらfifthresearchcenterv5

isdividedin七otwocases：

Ca5eA：TisoddandtJ4＝u（0，「T／21，「T／21，0）．

Let’Tldenotethese七Ofpairs訂withthefomof（「T／2トT，∬，∬，LT／2卜a＝），

wherei血egercsatisfiesxo≦3≦L「T／21／2」．TlisasubsetofT・

Theorem5．2：AssumeTisoddandtJ3＝u（0，「T／21，「T／2l，0）・

1・∬が＜「「丁／21／21，tbenl笈，丁，丁（vl，り2，V8，り4）＝¢・

2．Ifn．≧「「T／21／2l，thenv5＝u（方）forsomepairオ∈Tl・

Proof：Ⅵ毎onlyconsiderthen－tuPlesu∈愕，，，，（vl，V2，V3，V4）forwhicbthe
n－tuPleszl＋uhamtheformOf（5．8）withinteger8Cl，32，∬3，34Satisfying（5・9）

and（5．11）andw（u＋v4）＝34＋（「T／21－X3）＋（「T／2l－32）＋31≧T，i・e・

∬1－ご2－∬さ＋∬4≧丁－2「丁／21＝－1．　　　　　（5・19）

Letn■denotethesetofpairs（rl，X2，33，C4）whichsatisfy（5・9）and（5・11）

and（5．19），itisasubsetofn4・好（cl，C2，X3，C4）∈0■，thcnweseeeaBilyxl≧

max（32，33，34）andtlms4cl≧T，i・e・31≧「「T／21／21・Thusby＝1≦n＋wesee

愕，，，，（vl，V2，V3，V4）＝¢ifn’＜「「T／21／2l・Nowweassunen’≧「「T／21／2l・

Letオ＝（il，i2，i3，i4）denotethepairofn■whichsatisfiestJ5＝u（＊）・Fbr

anytwopairsqlandq20fSl■，WeSay訂l・＜■q2ifL■（u（汀1））＜L■（u（訂2））・Clearly，

i2≦i3，il≧max（i3，i4）andthereisnopair訂SuChthatq＜＋オ・

Atfirst，WeCOnSiderthecaseofil－i2－i3＋i4≧0．Clearly，i2≦i3≦i4

弧dあ＋虔2≧あ＋孟4．Ⅱあ＞孟2，tbenも＞孟4弧d（孟1－1，孟2＋1，あ，虔4）く■オ，

coⅡtradictory・Hence，i2＝i3．Ifil≧i4＋2，then（il－1，i2，i3＋1，i4）＜■オ，

contradictory．Hence，il－1≦i4．Ifil＝X4，withrespecttothatTisodd

wehmil＋i2＋i3＋i4＞Tandthusbyi4＝il≧「「T／21／21≧1we

see（il，i2，i3，i4－1）－＜■斤，COntradictory・HencewehBⅣeil＝i4＋1・If
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il＋i2＋i3＋i4＞T，then（ii－1，i2，i3，i4）＜＋舟，COn七radictorylHencewehBWe

虔1＋虔2＋あ＋孟4＝Tand

孟1－1＝虔4≧孟2＝孟3，あ＋虔4＝「丁／21－1．

By（5．20）andil≦n＊，WeSee

∬0≦虔2≦L（「丁／21－1）／2」 〈こ二：誌
if「T／21isodd，

－1，if「T／21iseven，

（5．20）

（5．21）

and七山遁斤∈rJ．

Nowweconsiderthecaseofil－i2－i3＋i4＝－1，i・e・i2＋i3＝il＋i4＋1・

weseeeasilythati2＋i3≧「T／2landi4＜min（i2，T．）・Ifil＞i3，then

（il－1，i，，i3，i4＋1）＜＊斤，COntradictory・Henceil＝i3andi2＝i4＋1・

Ifi2＋i3＞「T／21，theni3＞0andTithrespecttoTisoddwesee（il，i2－

1，i3－1，i。）く■オ，COntradictdry・Hencei2＋i3＝rT／21・Ifil≧i2＋2，then

（il－1，i，＋1，i3－1，i4＋1）＜■オ，CO血radictory・Henceil≦i2＋1andthus

webave

虔4＋1＝虔2≦動＝丘3≦孟2＋1，孟2＋あ＝「丁／21，

andsequently，

（5．22）

虔1＝「「丁／21／21，虔2＝L「丁／21／2」，あ＝「「り21／21，孟4＝L「丁／21／2」一1・（5・23）

Ⅱ「T／21isodd，then「「T／21／21＝L「T／21／2」＋1andtlms（il－1，i2＋1，i3－1，i4＋

1）＜・オ，COntradictorylHence「T／2lmustbeeven，i・e・「「T／21／21＝LrT／21／2」，

andtbns

オ＝（rT／2l－．L「T／21／2」，L「T／21／2」，L「T／21／2」，LT／2」－L「T／21／2」），（5・24）

itisapanofTl・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Clearly，thenumberofoperationsofadditionsandcomparisonsofrealnum－

bersfordetemimingv5isoforderTifTisoddandv4＝u（0，「T／2l，「T／21，0）・

CaseB：Thereisaninteger3＋withxo≦x■≦LT／2」suchthat

叫＝≠（「丁／21－ご■，ヱ■，ご■，LT／2」－∬り・
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Clearly，We have n　≧　3「T／2l．Ⅵねonly consider the nTtuPles u of

愕，，，，（vl，V2，V3，V4）forwhi血E’＋uhavetheformof

（1，．‥，1，0，…，0，1，…；1，0，…，0，1，…，1，0，…，0，
｝し　　＋▼　　　ノ｝｝｝｝

恥　　Lり2」－が一拍　　y7　　　が一折　　y8　　　が－y0

1，…，1，0，…，0，1，…，1，0，…，0，1，…，1，0，…，0，
｝－・∵ノ｝｝｝し－‥1．－‥　■ノ

y5　　け／2トが－y5　　y4　　　が－糾　　　拒　「丁／2ト〆一約

L」，　』　，〕，　　」　　，（5・26）
y2　「丁／列－が－y2　　yl　が＋が－「り2トyl

Whereintegersyl，y2，．．．，yBSatis＆

〈

and

i．e．

0≦yl≦が＋∬＊－「丁／21，0≦y8≦LT／2」－∬■，

0≦馳，的，馳≦「丁／21－∬■，0≦駒，帥，折≦ご■，

ぴ（髄＋叫）＝y8＋y7＋帥＋馳＋帥＋的＋馳＋yl≧丁，

ぴ（≠＋℡2）＝（丁－y8－y7一旗一y5）＋的＋的＋馳＋yl≧丁，

甲（髄＋v8）＝（LT／2」一馳－y7）＋帥＋馳＋

（「丁／21一駒一的）＋馳＋yl≧丁，

ぴ（髄＋℡4）＝（LT／2」－ヱ●－y8）＋折＋（が一帥）＋馳＋

（が一的）＋的＋（「丁／21－ご事－y2）＋yl≧丁，

yl＋馳＋的＋的＋馳＋帥＋y7＋馳≧丁，

yl＋馳＋的＋的－y5一帥－y7一的≧0，

yl＋y2一的一駒＋馳＋帥－y7一馳≧0，

yl一班＋的一納＋馳一帥＋折一馳≧0．

（5・27）

（5．28）

（5．29）

Letf15denotethesetofpairs．α全（yl，y，，…，y8）whichsatisfy（5．27）and

（5．29）．Fbrα∈n5，letu（α）denotethen－tupleofVnforwhichzt＋u（α）is

definedby（5・26）■IftwopairsαandαIofrl5SatisfyL■（u（α））＜L■（u（α′）），We

sayαくαl．Letα・全（y；，y；，…，y；）denotethepairwhichsatisfiesv5＝u（α・）．

Clearly，α■メαforal1pairαOfn5．WbhaⅧ

Lemma5・2：1）0≦∑と1y：－T≦1．2）If∑た1y：＝T＋1，thenTisodd．
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Prooた1）As8umeincon七raBt∑た1y：－T≧2・Clearly，y；＝0andfor

ea血pair（豆，j）of（（2，7），（3，6），（4，5），（4，6），（4，7），（6，7））間bm好・毎＝0・

Ify；＞0，thenwe haNe y；＝y；＝y；＝0andthus（y；，y；，y；，y；－

1，y言，y岩，y；，y芸）＜α■，COntradictorylHenceweha㈹y；＝0・Simi1arly・We

cangety言＝y；＝0・Ifmax（y；，如；，y；）＞0，Sayy；isthebigge＄tOne，then

（y；，y；－1，y；，y；，y；，y；，y；，y；）＜α●，COntradictory・TlmBy；＝y；＝y；＝0and

wealsohave（y；－1，y；，y；，y；，y；，yg，y；，y；）＜α＊，COntradictory・

2）AssumeincontraBtTiseven・Since∑と1y：＝T＋1isodd，WeSee

†y；＋房＋y；＋房一y；－y；一房一房≧1，

y；＋房一房一房＋y；＋y昌一y；－y；≧1，

y；一房＋y；一房＋房－y言＋y；－y；≧1・

げy：＞0forsomei，Sayi＝1，WeSee（y上1，y；，y；，y；，y；，y言，y；，y；）・＜α＊，

COn七radictory．

LetSldenotethesetofpairsα＝（yl，y2，・・・，y8）∈f25givenby

〈

yl＝y7＝．0，馳＝「丁／21－た，的＝LT／2」－た，

的＝y5＝た－ヱ■I駒＝帥＝∬●）

（5．30）

whereintegerksatisfiesmax（c＊＋L（T＋1）／4」＋1，「T／21－n’）≦k≦LT／2」・

LetS；denotethesetofpairsα＝（yl，y2，・・・，y8）∈n5givenby

〈yl＝y7＝£－た†駒＝y6＝たI的＝y5＝0，的＝「丁／21一〆，馳＝LT／2」－ご■，

whereintegerksatisfiesmaxiO，「T／2トn＋）≦k＜x■－L（T＋1）／4」・

LetS；denotethesetofpairsα＝（yl，y2，・・・，y8）∈f15Whichsatisfy

〈

yl＋y2＝「丁／21一点，的＋駒＝y5＋的＝た，

y7＋y8＝LT／2」－た，yl＋的＋y5＋折＝「丁／21，

（5．31）

（5．32）

whered；全maxiO，rT／2トn・才一L（T＋1）／4」，rT／21－Ln・／2J－X・｝≦k≦d；A

min（LT／2」，C＋＋L（T＋1）／4」，n＋＋LT／2J－a＝．，「T／2l＋LT／4上イ）・

Theorem5・3：If∑；＝1房＝T，thenα■mustbelongtoSlUS；US3・
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ProoftLetd・全「T／2トy；－y；．By（5．29）and∑た1砿＝T，WeSee

〈y；＋房≧d■，房＋房≧d■，y；＋y；＋砿＋房≧「T／21・

By（5．27），WeSeeeaBilyd■≧「T／2l－n＊・Wbconcludethatd’≧0・Assume

incontrastd■＜0．Clearly，Wehavey；＞Oand房＋y；＜「T／2l，i・e・either

y；＜「T／2l一〆ory；＜3■，andthuswehameither（y；－1，y；，y；，y；，y；＋

1，房，y；，砿）くα■or（y；－1，房，房，房，房，房，y；＋1，房）ぺα●，COntr血ic七0Ⅳ

Ⅳd＋＞LT／2」，thend．＝「T／21＞LT／2」andy；＋房＝Oandthusby

y；＋y；≧「T／2landy；＋y言≧「T／2lwesee∑‡＝l咋＞T，COntradictory・Eence，

Ⅵ沌竺ed●≦LT／2」・

勒；＋房＞d■，WebaⅧ砿＞00r頭＞Oand吋頭巾芋≦丁－（y；＋房＋房＋房）＜

LT／2」weseey；＜「T／2l－∬＊ory；＜3’，Sayy；＞Oandy；＜3’，thenwe

have（y；，y；，房－1，y；，y；，y；，y；＋1，y；）－＜α●，COntradictorylHence，Weham

y；＋房＝d■・

Fbrthemore，Ⅶ℃CanCOnCludethaty；＋房＝d＋・Assumeincon七rasty；＋y言＞

d＊．Byy；＋y；＜LT／2」－d＋weseey；＜c■ory；＜LT／2」－C＋・Ify；＞0，then

（砿，y；，y；，房，房，房－1，y；＋1，砿）ぺα●or（y；，房，房，頭，砿，房－1，y；，房＋1）くα■，

contradictorylHencey；＝Oandy；＞d＋・Ify；＜x＋，Wehave（y；，y；，y；，y；，y；－

1，y言，y；＋1，y；）＜α■，COntradictorylHencey；＝3■andy；＜LT／2」－a＝■・

Ⅳy；＋y；＋y；＋y；＞け／21，tben（y；，房，房，房，房－1，y言，y；，y；＋1）ぺα■，

co鵬radictory．Hencey；＋y；＋y；＋y；＝「T／21andthusy；＜「T／2l－y；＝

「丁／21一〆・Byd■＜房≦「丁／21－が，間Seey；＋房＝「丁／21－d■＞0，

i．e．y；＞00ry；＞0，andthus（y；－1，y；，y；＋1，y；，y；，y；，y；，y芸）＜a’or

（y；，房－1，房＋1，房，房，房，y；，y；）くα■，CO血ra心血ory Hence房＋y言＝d書弧d

tbus

〈y；＋房＝「丁／21－d■，房＋房＝房＋■房＝d■，y；＋房＝LT／2」－d●，y；＋y；＋房＋y；≧「丁／21・

ConsiderthecaBeOfy；＋y；＋y；＋y；＞「T／2l・Clearly，We

†

y；＝maX‡0，∬■－dつ，房＝min‡「り21－〆，「り21－dり，

砿＝房＝maX（0，d＊－が），房＝y言＝min（∬＊，dり，

y；＝maX（0，∬■－dり，y；＝m血（LT／2」－∬■，Lり2」－dり・
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andd＋＞x＊＋L（T＋1）／4」ord■＜3；■一L（T＋1）／4」，i・e・α＊∈SlUS；・

ConsiderthecaBeOfy；＋y；＋y；＋y；＝「T／2l・Clearly，Wehavex■－L（T＋

1）／4」≦d・≦〆＋L（丁＋1）／4」・Let〟・（た）全m叫が＋ご・－「り21・，「丁／2卜り＋

2min‡「T／2トx＊，k）＋min（LT／2卜k，X＋）．WbcanSh珊eaSilythatM＋（k）≧「T／2l

ifandonlyifksatisfies

「T／2l－Ln＋／2」≦k＋x■≦min（n＋＋LT／2」，「T／2l＋LT／4」）・（5・33）

TbenⅦ℃Seee追払yd；≦d■≦喝，i・e・α＊∈烏・

LetS4denotethesetofpairsα＝（yl，y2，…，y8）∈n5Whichsatis＆

〈一；；三等完丁ご崇禁芸ニュ志竺：竺孟聖rT′21，（5・34）

whereintegerksatisfiesdi全max（rT／21－n・，rT／2トc・，rC・／21）≦た≦d；全

min（け／21，お■〆＋「丁／21－∬■，「丁／21＋L「丁／21／2」一〆）・

Theorem5．4：AssuneTisoddand∑た1y：＝T＋1・ThenwehaⅦeither

α■∈量orO≦∬■≦LLり2」／2」and

α・＝α。全（0，0，「丁／2トご＊〆，「丁／2ト∬■，∬＊，0，0），　（5・35）

oro＜c■≦LLT／2」／2」and

α・＝α乙全（0，「丁／2ト〆，0，ご■，「丁／21－ご■，0，∬●，0）・　（5・36）

ProoたLetdl全「T／2トy；－y；．By（5．29）and∑た1y：＝T＋i＝2「T／2l，WeSee

〈y；＋房≧♂，房＋y言≧d′，y；＋房＋y；＋y；≧「丁／21・

Clearly，Wehaved12「T／21－n＋，y；＝Oandy；≦LT／2」・Fbrthermore，We

concluded，≧1．AssumeincontraBtdI≦0，andtlmsy；＞0・Ify；＋y；＞0，then

吋y；＋y言≦2「丁／2ト（砿十房＋房＋班）＜「丁／21weseey；＜「丁／2トご■ory言＜ご■

弧d七山遁（y；，房－1，y；，房，y；＋1，y言，y；，y；）くα■or（y；，房－1，房，頭，房，房＋

1，y；，y；）べα■，COntradictory・Hence，y；＝y；＝0・Simi1arly，WeCangety；＝

y言＝0．Thus，fromy；＝0andy；≦x■≦LT／2」weseedl＜0andthen

（y；，y；－1，y；，y；，y；，y；，y；，y；）・＜α●，COntradictory・
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As＄umel≦d，＜rT／2l－3■・馳omy；＝Owe＄eeeaBily

y；＋y；＝「丁／21－d′，y；＋房＝♂，y；＋房＝「丁／21－∬■，y；＝∬■・

Ify言＞0，then（y；，y；，y；，y；，y；，y；－1，y；，y；）＜α●，COntradictory・Henceyg＝0

皿d房＝「り2ト〆＞0・Ify；＋房＞0，tben（y；，砿，y；，y；，房－1，y言，房，y；）くα■，

contradictory．Hencey；＝y；＝0andy；＝「T／2l－dl≦「T／2ト3■andy；＝dl≦

a；■a，ndthusl≦d，＝X■＜「T／21－3＋，i．e．0＜が≦L（「T／21－1）／2」＝LLT／2」／2」

and（5．36）holds．

Nowweassume「T／2l－X■≦dl≦「T／2l・Clearly，Wehm

y；＋房＝y；＝「丁／21－♂，房＋房＝y；＋房＝♂・

Consider the case ofy；＋y；＋y；＋y；＞「T／2l・If d，＜「T／2l，then

（y；，y；，y；，y；，y；，y；，y；－1，y；）＜a■，COntradictory・Henced，＝「T／2land（5・35）

holdsandy；＋y；＋y；＋y；＝2（「T／2l－a＝＋）＞「T／21，i・e・0≦c＋≦LLT／2」／2」・

Nowwe considerthecaBe Ofy；＋y；＋砿＋y；＝「T／21・Fbr any kwith

「丁／21－∬■≦た≦「丁／21，Write

〟（た）全min‡「丁／2トた〆＋〆－「り21）＋2（「丁／2ト〇り＋（「丁／2トた），

m（た）全max‡0，∬＊－り＋2max（0，た一〆）＋（「丁／2ト町

Ⅵ毎canSeeeaSilythatM（k）≧「T／2lifandonlyif

た≦min（が＋「丁／21－エ■，「丁／21＋L「丁／21／2」一〆），

andm（た）≦「丁／21ifandonlyif

「〆／21≦た≦お■，

andthusweseedi≦dl≦d；，i・e・α■∈S4・
【コ

Fbranynon－emPtySub＄et Sofn5，WeSayaPairα∈SisanS－pairif

L＋（u（α））＝m血α・eSL＋（u（αl））・Fbrconvenience，WeSayPisa4－pairanddefine

L・（u（p））全＋∞．Clearly，Simi1artothedeteminationofx■，thenumberof

operationsofadditionsandcomparisonsofrealⅠ血mbersfordeterm1nlngthe

Sl－PairandS；－PairisoforderT・hthenextsub＄eCtionwewi11giveasub－

algorithmJS；todeterminetheS3－Pairanda・Sub－algorithm一ふtodeterminethe
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S4－pair，thenumbersofoperationsofadditionsandcomparisonsofrealmbers

fordetemlnlngtheS3－pairandS4－PairareoforderT・Clearly；αもalsobelongs

ton5ifx■＝0・ThusbyLemma5・2andTheorems5・3and5・41Wehavethe

folloⅥngalgorithm・

AlgorithmA

Remark：Ifthetuplev4isgivenby（5．25），thisalgoritlmgivesthetuplev5・

hptit：．TheintegersT）n）X＊）andthereliabilitytuplerl・

Output：Thetuplev5．

stepIDeteminetheS；－pairsαifori＝1，2，3・LetSム全（α1，α2，α3）・

Step2IfTiseⅦn，gOtOStep4・

EIse，gOtOStep3・

Step3DeterminetheS4－Pairsα4，andthenputα4intoSb・

Ifa；■＞LLT／2」／2」，gOtOStep4・

EIse，putα0andαもidoSbandgotoStep4・

Step4DeterminetheSb－Pairα■andoutputu（α．）andEND・

Clearly，thenumberofoperation80fadditionsandcomparisonsofrealnum－

bersfordetermingthen－tuPlev5isoforderT・（Moreexactly，≦56T）

5．2．2　Sub－algorithms

ConsidertodeterminetheS；－pair．Fbra町integerkwithd；≦k≦d；，let

S（k）denotethesetofpairsα＝（yl，y2，・・・，y8）whichsat坤（5・27）and（5・32）・

w止地代1全什2rT／2ト∬書，K2全叶rT／21，句会㌣拍・，尺4＝丁，代5全LT／2」十が，

句会LT／2」，㍍7全LT／2」一ご・，K8全0・知a叩た而tbd；≦た≦dいet

J至全g空全m（0，ヱ・一頃，堵全g窒全max‡0，た－ごり，　（5・37）

r至全血叫「丁／2トた，几■＋∬■－「丁／21），　　　（5・38）

r書全r書全min拘「丁／2ト巧，璃全m叫LT／2」一た，巧，　（5・39）

ぜ全rT／2トた，密会密会た，鋸全LT／2卜た・　　（5・40）

Bythedefimitionsofd；andd；weseeeaBily

∑J吾≦「丁／21≦∑r李，ヱ至≦γ㌘，豆＝1，2，3，4・
i＝1　　　　　　　　　i＝1
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Fbrintegersk，iandywithd；≦k≦d；andl≦i≦4，let

β紬）全

－∞，　　　　　　　軸＜g吾，

0，　　　　　　　i丹＝払

陀i＿1巾トIアニ封．如＋1い嗜＜y≦r空，
＋∞，　　　　　　i拍＞r李．

（5．42）

Clearly，foranyintegerskandi，Sf（y）ismonotonouslyincreaBingandsf（y）＞0

肋弧yy而tby＞阜W出eα一会（吼ぽ一郎窒，留一路凋，建一射空，要一凱

Tbenfbra町p血α＝（yl，馳，…，y8）∈g（た）web訂柁

エ●（可α）トエ■（可αり）＝∑∑β紬）・
伝1y＝け

Ifα＝（yl，馳，．．．，y8）isanS（k）－pair，WeSeeeaSilytha七

難（βき（弛－1）‡≦書勉（βぎ（弛→＋1））・

（5・43）

（5．44）

Fbrthemore，thefo1lowinglemmasay8thatapairα＝（yl，y2，・・・，y8）with（5・32）

and（5．44）m闇tbeanS（k）－pair・

Lezm5．3：Assuneintegerksatisfiesd；≦k≦d；．∬pairα＝（yl，yb，・・．，y8）

satisfies（5．32）and（5・44），thenαisanS（k）－Pair・

Proo嚢Atfirst，WeShowthatαbelongstoS（k），i．e．1f≦y2i＿1≦rf，i＝1，2，3，4・

hdeed，ifyv－1＜15forsomejwithl≦j≦4，by（5・41）weseethattheremst

beajlwithl≦jl≦4suchthat物l－1＞埠andtlmsweseeminl≦i≦4（sき（y2i－1＋

1））≦0＜maxl≦i≦4（s空（y2i－1）），COn七radictoryiSimilarly，if物－1＞づforsomej

withl≦j≦4，間CangetmaXl≦i≦4（sf（y2i－1））＝＋∞＞minl≦i≦4（sき（y2i－1＋1）），

COntra心血ory．

Sincesf（y）ismonotonouslyincreashgforanyintegerskandi，by（5・44）and

（5．43）weseeeaBilyL＋（u（α））＝minα・∈S（鳥）L＋（u（αl）），i・e・αisaS（k）－pair・ノ　ロ

Ifpairα＝（yl，y2，・・・，y8）with（5・32）isnotanS（k）－Pair，thentherearetwo

digtinctintegersj，jl∈（1，2，3，4）suchthat

項ぬ－1）＝豊（項由一1））＞ヰ（抑－1＋1）＝β泡‡項ぬ一汗1）），（5・45）
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〝（α）全（yl＋gl，馳－gl，y3＋g2灘－g2，y5＋g3，y6一言3，y7＋J4，y8一言4），（5・46）

wherelj＝－1，lj・＝1andli＝0fori∈‡1，2，3，4）＼（j，jl）・Fbrconvenience，We

writeFL（0）（α）全αandFL（l）（α）全p（FL（l－1）（α））foranypOSitiveintegerl・Fbranyi

withl≦i≦8，WeSeeeaSily七hatthei－thcomponentofFL（l）（α）ismono七OnOuSly

increaBngOrmOnOtOnOuSlydecreaBlng・HenceItherem闇tbeanintegerlowith

0≦l。≦「T／21suchthatfL（h）（α）isanS（k）－Pair，Orinotherwords，WehaNethe

fo1lowinglemma・

Lemma5．4：FbranyPaira＝（yl，y5，．．．，y8）with（5・32），theremustbean

integerl。withO≦l。≦「T／2lsuchthatp（lo）（α）isanS（k）－Pair・

Thefo1lowinglemmasho耶thatwecandetermineanS（k－1）－paireasily

丘omanβ（た）－pah

Le皿1a5．5：Assumed；＜k≦d；．Ifα＝（yl，y2，…，y8）∈S（k）isanS（k）－

pair，theneitherO（α）全（yl，y，＋1，y3，y．－1，y5，y6－1，y7，y8＋1）orFL（e（α））or

IL（2）（C（α））isanS（k－1）－pair・

Proo£Clearly，foranyintegerywehave

㌻1（y）≦β紬）≦㌻1（y＋1），i＝1，4，

㌻1（y－1）≦β拍）≦β㍗（y），j＝2，3・

Withoutlossムfgenerality，WeaSSumeα■isnotanS（k－1）－Pair，i・e・

（5．47）

ズ1全畏荒｛β門地－1）｝＞為全だ泡（β門地→＋1））・（5・49）

1．肝弟＝針1（yl），tben毎（5．49），軒1（yl）≦軒1（yl＋1）弧d

針1（yl）≦舶1）≦血叫童（的＋1），舶5＋1），童（y7＋1））≦mi時空‾1（的＋
1），軒1（馳＋1），軒1（折＋2）‡wes胱為＝針1（y7＋1）弧dmi項空‾1（yl），β㌍（馳＋

1），針1（馳＋1），針1（y7＋2））＝軒1（yl）・Thsby軒1（yl）≧max（β㍗（yl－
1），針1（y3），Sg－1（y5），S！．1（y7＋1））andLemma5・3weseeFL（α）＝（yl－1，y2＋

2，y3灘－1，y5湖－1，y7＋1，即さ）誌aβ（た－1）－pah
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2・IfXl＝S2．1（y7），SimilaJtOI，間CanShowthatp（α）＝（yl＋1，y2，y3，y4－

1，馳，y6－1，y7－1，y8＋2）isaβ（た－けpair．

3．∬為＝戎‾1（的＋1），tbenわy（5．49），童‾1（的＋1）≧針1（的）and針1（的＋

1）≧β窒（的＋1）≧max‡β抽1），g至（y7），β窒（的））≧max（軒1（yl），軒1（y7），釘1（馳－

1））Ⅶ℃See弟＝童‾1（y5）弧dmax（針1（yl），針1（的＋1），針1（馳－1），β空‾1（y7））＝

針1（的＋1）．Tbus毎針1（的＋1）≦mi皿（針1（yl＋1），β窒（的＋2），針1（y5），釘1（y7＋

1））andLemma5・3weseep（α）＝（yl，y5＋1，y5＋1，y4－2，y5，y6－1，y7，y8＋1）

isag（た－1）－p由r・

4．Ifズ去＝軒1（y5＋1），Sim肋rtotheresult3，WeCanShowthatFL（α）＝

（yl，馳＋1，的－1，払y5＋1，y6－2，y7，y8＋1）isaβ（た－1）一pair．

5．NαⅣWeCOnSiderthecaseof

ズ1＝maX（β窒‾1（馳），釘1（馳）），為＝min（β空‾1（yl＋1），針1（帥＋1））．（5．50）

Withovtlo＄SOfgenerality；誠StlmeXl＝軒1（y3）andX；＝針1（yl＋1），i．e．

〝（α）＝（的＋1，馳，的－1，的，馳，帥－1，折，y8＋1）・Let

ぢ全max‡密一1（yl＋1），釘1（的－1），針1（馳），釘1（y7）），　（5．51）

ポ全m叫針1（yl＋2），釘1（的），童－1（y5＋1），釘1（y7＋1））．（5．52）

IfXI≦ズ；，thenbyLemma5・3we8eeFL（a）isaS（k－1）－pair・NowweaLSSume

XI＞X芸．Clearly；Wehave針1（y3）≧XIand軒1（yl＋1）≦X；．By

釘1（y5＋1）≧β抽5＋1）≧β窒（的）≧針1（的－1），

軒1（馳＋1）≧β窒（馳＋1）≧β空（y，）≧針1（y7），

軒1（馳＋1）≧β至‾1（yl＋1），釘1（的）≧釘1（y7），

β至‾1（yl＋2）≧β紬1＋1）≧β紬7）≧釘1（y，），

weseesf－1（y5＋1）≧XIands2－1（y7）≦．ぢ．Hence，byXI＞。ぢwehawe

ぢ＝maX（針1（馳－1），釘1（馳）），ポ＝min（釘1（yl＋2），童‾1（折＋1））（5．53）

正二町＝針1（的－1），加mmh（β空‾1（yl＋2），童‾1（y7＋2），針1（馳＋1））≧

min（s至（yl＋1），S2（y7＋1），S書（y5＋1））≧s窒（y3）≧針1（y3－1），WeSee．ぢ＝S2（y7＋

1）andmin（威‾1（yl＋2），針1（馳－1），童‾1（馳＋1），童●1（y7＋2））＝針1（馳－1）．

Tbus毎β㌢1（的－1）≧max†針1（yl＋1），針1（的－2），針1（y5），針1（y7＋1））弧d
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Lemma5．3weseep（2）（α）＝（yl＋1，y2，y3－2，y4＋1，y5，y6－1，y7＋1，y8）isa

ぶ（た－1）－pair・

軋筍＝β㍗（yl＋2），鮎m針1（yl＋2）≧β㌍（馳－1）間Seeズ；＝β㌍（y5）・

恥血emore，鮎mmax（針1（y7），童‾1（的－1））≦max（β至（y7），β窒（馳））≦β至（肌＋

1）≦sf－1（yl＋2），WeSeemaX‡sf－1（yl＋2），Sf－1（y3－1），・SE－1（読－1），S2－1（y7））＝

㌻1（yl＋2）．Tbusby軒1（yl＋2）≦min（軒1（yl＋3），針1（馳），軒1（馳），β㍗（折＋

1））andLemma5．3weseep（2）（α）＝（yl＋2，y2－1，y3－1，y4，y5－1，y6，yl，y8＋1）

isaβ（た－1）一pair・

IfXI＝軒1（y5）andX芸去s2－1（y7＋1），fromズ1＞為andXI＞X；wecan

alsoeasilyprovethat

血弧（童－1（yl＋1），針1（y8－1），童‾1（的－1），針1（y7＋1））

≦min（β要一1（yl＋2），童‾1（的），軒1（馳），針1（折＋2））・

TlmsbyLemma5．3weseep（2）（α）＝（yl＋1，y2，y3－1，y4，y5－1，y6，y7＋1，y8）is

a瑚－1）－pah　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

ByLemmaB5．3，5．4and5．5，WeCandeterminethe島－Paira3byusingofthe

fo1lowingsub－algorithn・

Su♭dgoritbm＿量

Input：TheintegersTIn）C＋Ia・ndthereliabilitytuplerl・

Outpu七：TheS；－Pairα3・

StepIComputed；andd；・

Ifd；＞d；，OutputPandEND・

EIse，gOtOStep2・

Step2Setk＝d；andselectanarbitrarypairα＝（yl，yt，・‥，y8）suchthat

（5．32）holdsandgotoStep3・

Step3If（5．44）holds，gOtOStep4・

EIse，rePlacethepairαbyp（α），andgotoStep3・

S七ep4Letα′′＝α，g＝Pl＝L＋（u（α））andgotoStep5・

Step5Ifk＝d；，OutPutα”andEND・

EIse，rePlacekandαbyk－1ande（α）respectively・

ReplaceelbyL■（u（α））andgotoStep6・

Step6If（5・44）holds，gOtOStep7・

EIse，replaceαbyp（α），andthenreplaceeltwL＋（u（α））・
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If（5．44）holds，gOtOStep7．

El＄e，rePlaceαbyFL（α），rePlaceCbyL■（u（α））andgotoStep7．

Step7IfPl≦21，gOtOStep5．

EIse，replaceαllande〝byαandelrespectivelyandgotoStep5．　□

Remark：IntheprocedureofgettingtheS（k－1）－PairfromtheS（k）－pair，α′′

expres＄eSthebestpairinU監hS（kl），andPl＝L・（u（a〝））．

ConsiderthecomplltationalcomplexityofthiBSub－algorithm．Ftomapairα

todeterminethepairFL（α），itneeds150perationsofadditionsandcomparisonsof

realnumbers．Hence，tOgettheS（d；）－Pair，itneed8atmOSt15「T／2loperations

Ofadditionsandcomparisonsofrealnumber8．取omtheS（k）－Pairtogetthe

S（k－1）－pairandthebestpairinU票＝た＿1S（kl），itneedsatmo8t2×15＋（12＋1）去

430peration占ofa．dditionsandcomparison＄Ofrealnumbers．Hence，thetotal

mmberofoperationsofadditionsa．ndcomparisonsofrealnumber＄forthissub－

algorithmisnotmorethan15「T／2l＋T＋43（d芸－d；）≦30T．

Theabovemethodcanal80beusedtodeterminetheS4－pair．Fbranyinteger

d，withdi≦k≦d；，1etSI（k）denotethesetofpair＄α＝（yl，y2，…，馳）whi血

Satis＆（5・27）and（5・34）・ThesamemethodintheproofofLemma5．3candeduce

thefo1lowinganalogueforSl（k）．

Le皿a5・6：Assumeintegerksatisfie8di≦k≦d；．Apairα＝（yl，馳，‥．，y8）

Satisfying（5．34）isanSl（k）－pairifandonlyif

豊（βき（馳ト1））≦β怨（β至（弛－1＋1））・　　　（5・54）

Ifpairα＝（yl，y2，．．．，y8）with（5．34）isnotS，（k）－pair，thentherearetwo

distinctintegersj，jl∈‡1，2，3‡suchthat

β…（的ト1）＝器（βぎ（弛－1））＞ヰ（抑一汗1）＝長池（βき（馳ト1＋1）），（5・55）

紳）全（yl＋gl，馳－gl，y汗ら，駒－g2，馳＋g3灘－ち，y7，馳），（5．56）

whereら＝－1，ち・＝1an弼＝0加古∈†1，2，3）＼（再′）．W出e〆0）（α）全αand

〆l）（α）全p（P（L－1）（α））foranypositiveintegerl．Ⅵ殆seeeaBilythatthereisan

integerl乙withO≦lも≦ksudthatP（L；）（α）isanSl（k）－Pair，Orinotherwords，

weha〝ethefollowlnglemma．
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LeⅡ皿5．7：Fbranypairα＝（お1，y，，…，y8）with（5・34），thereisanintegerl乙

withO≦lも≦ksuchthatP（Z；）（α）isanSl（k）－pair・

SimilartoLemma5．5，WehaNethefo1lowinglemma・

LeⅡ皿a5．8；A凱medi＜た≦喀．∬α＝（yl，馳，…，y8）∈β′（た）短anβ′（た）－

pairand釘1（y，i。＿1）＝maXl≦i≦3Sf－1（y2i＿1），theneitherCl（a）全（yl－1i，y2＋1＋

ヱi，馳－‰駒－1＋王墓，的一言；，帥－1＋J；，折＋1，y8）orβ（伊（α））誌名nβ′（た－1）－p血，

wbe代ヱね＝1and‖i＝Ofbri∈（1，2，3）＼（豆0）・

ByLemmas5・6，5・7and5・8，WeCanalsodeterminetheS4－pairbythefo1lowing

analogueofSub－algorithm＿量・

S血dgori七山n＿量

hput：TheintegersT，n】3＋1andthereliabilitytuplerl・

Output：TheS4－pairα4．

StepIComputedianddら・

Ifdi＞d；，OutputPandEND・

EIse，gOtOStep2．

Step2Setk＝d；andselectanarbi七rarypairα＝（yl，y2，・・・，y8）suchthat

（5．34）holdsandgotoStep3・

Step3If（5．54）holds，gOtOStep4・

EIse，rePlacethepairαbyP（α）andgotoStep3・

Step4Letα′′＝α，P＝g，＝L■（u（α））andgotoStep5・

Step5Ⅳk＝di，OutPutα′′andEND・

EIse，replacekandαbyk－1andC，（α）respectively・

ReplaceelbyL■（u（α））andgotoStep6・

Step6Ⅳ（5．54）holds，gOtOS七色p7・

EIse，rePlaceαbyP（α）・

Replacee，byL＊（u（α））andgotoStep7・

Step7IfCI≦21，gOtOStep5・

EL5e，rePlaceα〃andglbyαandelrespectivelyandgotoStep5・　□

Ⅵ毎seeeasilythatthenumberofoperationsofadditionsandcomparisonsof

realnumbersforthissub－algoritlmisoforderTtOO・hdeedIitisnotdi缶cultto
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Showthatthenunberofoperationsofadditionsandcomparisonsofrealzmmbers

forthi＄Sub－algoritlmisnotmorethan18T・
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Chapter6

Conclusions

hthi8thesis，Optimalityconditionsandru1ing－OutCOnditionsforiteraAive

soft－decisiondecodingalgorithmsareinvestigated・

Atfirst，aSuEicientcondition，denotedCondopt，h）fortheoptimalityofade－

codedcodewordbaBedonhreferencewords arederivedforanyiterativesoft－

decisiondecodingalgorithmswhicharebasedonthegenerationofaseriesof

codewordcandidates．

Next，foraclassofChase－tyPedecodingalgorithmswhichconsistofaseries

ofboundeddistanCedecodingsthat areimplementedaroundsomewordsob－

tainedbyaddingagivenwordtotheerrorpatternSWhosenonzerocompone血S

areconfinedtothosebitpositionswithlessreliability，SOmeeiZbctiveoptimal－

ityconditionsandruling－OutCOnditionsaredevised・Fbrsomegeneralizationsof

Chase－tyPealgorithmandthemimimummighttrellissearch（MWTS）decoding

algoritlmandsomegenera鮎ationsofGMDdecoding）SOmeOPtinalityconditions

areinvestigated・

Then，thesetestingconditionsareform山atedunifomlyintotheoptimalvalue

ofaclaBSOfnonlineaJintegerprogramingproblems（IPPs），Whichcanbeu5ed
inmanyiterativesoft－decisiondecodingalgorithms・TheIPPsaresoIvedfor

someparticularcaBeS・Especially）theIPPrelatedtotheoptimalitycondition

Conq。，埴withh≦5issplitintoafewsinplersub－IPPs，then血berofvariables

ofeachsub－IPPisonlyhalfofthatoftheoriginalIPP・Somee飴ctivealgo

forsoIvingtheIPPrelatedtotheoptimalityconditionCondopt，hwith九≦4

are由ven．Fbrthecomputationalcomplexityofthesealgoritlms，thenumberof
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Operationsofadditionsandcomparisonsofrealnumberofthealgorithmsisshown

tobeoforderNforh≦3，andoforderN2forh＝4，WhereNisthelength

Ofthecode・Thus，theoptimalityconditionCond。pt，hWithh≦4canreduce

Slgnifican七Iytheaveragedecodingcomplexityandprovidefa＄tterminationofthe

decodingiterationwithoutdegradingtheerrorperformance・

ByuseofpartialinformationofthedistanCePrOfileofthecode，animprove－

mentoftheoptimalityconditionCond。pt，hispresentedfurther・Somemethods

forevaluatingtheimproⅧdoptimalityconditionforthesimplestcaBe8are＄hown・

Final1y，foramultistageChase－tyPedecodingalgorithmthatconsistsofase－

riesofCh舶e－tyPedecodingsChase（vU），tO，旬）forwhichthenextsear血center

ischosenasthebestoneamongthewordsthathavenotbeenvisited，tWOalgo－

rithmsfordetcrmlnl？gthefourthandfifthsearchcentersarepresen七ed，reSPeC－

tively．Thenumber80foperationsofaddition＄andcomparisonBOfrealnumber8

forthesetwoalgorithmsareoforderT（＝to＋1）．
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Appendix

A ProofofLemma2．5

TbproveLemma2・5，Wefirstshowthefo1lowinglemma・

LemA．1：Fbra町tupleul∈7；（v）andl≦i＜j，

上知＿p，封「叶1（≠り－エ2巾，公一叶1（㌦）

≧（屯2‘二夕刻「叶1（≠′，り卜屯2再βト叶1（u●，℡））tr2トサト　　（A・1）

ProoEIfdH3i＿P3i＿P＋1（ul，V）＝屯2iTPPi－P＋1（u■，V），fromthedefimitionofu＊we

m闇七山ⅣeL2i＿P3i＿P＋1（ul）≧L2iTPβir叶1（u＋）andtlms（A・1）holds・

Ⅱ屯封＿p，2ir叶1（≠′，Ⅴ）＜屯2巾βil叶1（髄■，Ⅴ），tben丘om

ち巾βir叶1（㌦）≦極っt

weseethat

エ封＿動払1叶1（J）－エ創っ周一叶1（㌦）≧－ね一夕l

≧（毎針≠‰軒1（髄′両卜血針諭一軒1（≠■，Ⅴ））転句l，

i．e．（A．1）holds・

Nowweconsiderthec誠eOfd即i．p3i＿P＋1（ul，V）＞dE，2i－P，2ir叶1（u■，V）・

IfdE，2i＿P，2i＿P．1（u事，V）＝0，fromthedefinitionofu■wecanShoweasilythat

v2i＿P＝Z2i＿Pandv2i－P＋1＝Z2i－P＋1，andthus（A・1）holds・

TheremaimigcaBeisthatdE3i＿P，2i－P＋1（u＊，V）＝1andd耶iTP3ir叶1（ul，V）＝

2．Ftomthedefinitionofu＊，WeCanShoweasilythateitherv2i－P＝Z2iTPOr

v2i－P＋1＝Z2i－P＋1holds・Fbrthemore，ifv2i－P＝Z2iTPandv2i－P＋1＝Z2i－P＋1，then

鳴＿p≠匂ゎ，鳴＿押＝勿かサH，鳴っ≠勿再，戒卜押≠勿卜打力

andthus（A．1）holds．If吻句≠z2i－Pandv2i7＋1＝Z2i－P＋1，then

鳴＿p＝勿再，髄芸巾．1＝毎一針1，戒再＝勿巾，‰ちト押≠句かゥ・1，

thisalsoimplies（A．1）．Ifv2i＿P＝勿i－Pandv2i－P＋1≠z2i－P＋1，then

祝；再＝匂ゎ，砿サ1＝勿再＋1，戒再≠勿再，砿一押＝句‰ゥ＋1，
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and（A．1）holdstoo・

ProofofLemma2．5：u＋∈7；（v）fo1lowsftom（2・83）and（2・86）・

Belowwewi11provebyinductionthat

エ勾・一動〃（≠り＝由【雪（瑚　　　　　　（A・2）

holdsforjl＝j，j－1，．．．，1，andtlmsfrom元；＝勾forl≦i＜2－PWeSeethat

u．satisfies（2．75）．

Ftom（2．77）and（2．84），WeSeethat（A・2）holdsforjl＝j・

Nowwea扇ぎumethat（A・2）holdsforj’＝j＊＋1withl≦j’＜j・Ⅵ毎wanttO

proⅦ（A．2）bold5fbり′＝ブ■・

Ifeitherみ＋1＞p－j■or物・－P≠勿・？Or物・－P＋1≠z2j・蜘1holds，then

鳴・っ＝勿・っ弧d鳴・「叶1＝勿・「叶1，弧d七山s丘om

由【雪（Ⅴ）】≦エ勾・一瓢Ⅳ（㌦）＝ちびⅥ）1れⅣ（㌦）

＝ちび・叫っ，Ⅳ【雪（瑚≦立上塾空【雪（瑚，

weseethat（A．2）holdsforjl＝j’・

TheremanlngCaSeisthatthefo1loⅥngequalities

み＋1＝クーJ●，

物・一夕＝勿・一夕弧d物・－叶1＝勿・一軒1，

hold．Fbrthiscase，WehaⅣe

鳴しp≠勿・1パmd鳴・サ1＝勿・一叶1・

（A．3）

（A．4）

（A．5）

Nextwewi11deduceacontradictionif（A．2）doesnotholdforjl＝j■・

Assumethat（A：2）doesnotholdforjl＝j■andulisatuplein悔・T（i，P一

言＋1，Ⅴ）払r・☆u血

ちデー脚（髄′）＝由【∩ら・r（壷，β一壷＋1，瑚＜エ勾・一針Ⅳ（㌦）・（A・6）

Ifeither瘍・＿P≠勿・－POr鳴・「叶1≠勿・－P＋1holds，thenffom（A・4）and（A・5）

五和・一針Ⅳ（独り＝lr2ブ・一夕l＋エ紆＋1）1恥Ⅳ（㌦）

≦わ巨J＋ち（ナ1刃卜動∬（〟）≦エり・一針Ⅳ（〟）・
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COntradicts（A．6）・Hence

髄；メしp＝勿・－p弧山ら・1叶1＝勿・－p仙

andthusfrom（A．4）andul∈T（j＊，P－j＊＋1，V）weget

（A．7）

屯柑．1）っ，Ⅳ（u′，V）＝屯和しpが（髄′，℡）≧β－j■＋1・　（A・8）

Ⅱthereisanintegeriwithj＊＋1＜i≦jsuchthat

dⅡ必づ，Ⅳ（髄‘，Ⅴ）≦屯祈蛸（髄■，Ⅴ），

thenthetupleu′′with

釣針㌢1（髄′′）＝釣βト㌢1（叫弧dp封っ〝（≠”）＝拘ゎが（㌦）

isalsoin7；（v）andsatisfies

上野・1恥Ⅳ（≠′′）＝エ2ゴしク，封サ1（叫＋ム巧岬（㌦）

≦ち巨p，2‘サ1（叫＋ち巧示（叫＝ちブし，，Ⅳ（叫・

Hence，withoutlossofgenerality）WemayaBSunethat・

Ca＄el：

ゐβj・＿動〃（≠′，り）＞屯2ブ」p，Ⅳ（≠■，Ⅴ） （A・9）

boldsfbrj●＋1≦ブ′≦ブ，Or

Ca紀2‥thereisanintegerjowithj■＋1≦jo＜jsuchthat（A・9）holdsfor

ブ♯＋1≦j′≦血and

祝；＝弔，払r壷≧2（jo＋1）一夕・

FbrtheCaBel，from（2．80）and（A・9）wehaⅦ

（A．10）

匂っ，Ⅳ（髄′）≧塾ヒ建【r（ブ，屯か脚（≠′，り），Ⅴ）］

≧塾＝空些［r（ブ，句翔一動Ⅳ（髄＊，廿），り）】

＋（ゐ湖＿タ，Ⅳ（≠′，℡）－ゐ翔一れⅣ（髄■，Ⅴ川r2わl

＝エ2わが（㌦）＋（血糊－p，Ⅳ（髄′，可一名埼再岬（髄＊，り川r餉l，（A・11）

99



andthusfrom（A・1）and（A・9）wecanseeeasilythat

ム2再，Ⅳ（髄′トエ2再，〃（㌦）≧（d即巾，Ⅳ（‰′，Ⅴ卜屯2iっ，Ⅳ（≠＊，Ⅴ））け2恒t（A・12）

holdsforal1iwithj■＋1≦i≦j．Hence，by（A．3），（A・4），（A・7），（A・8）and

（A．12），WeSeetb如

エ釘・っ，Ⅳ（〟）＝エ2ぴ・叫一夕，Ⅳ（J）

≧ム紆＋1卜p，Ⅳ（㌦）＋1r2ブ㌧1っ1≧上野・っ，Ⅳ（≠り， （A．13）

COn七radicts（A．6）．

FbrtheCase2，from（A．1），（A．9）and（A・10），WeSeeal80that（A・12）holds

foral1iwithj■＋1≦i≦joandtlms（A．13）holdstoo，itcontradicts（A・6）・ロ

B ProofofLemma4．4

Fbr・Y∈r告，1et（（・Y）全（i∈【1，h］：7i≦1）．Up’（7）【＝］isanm（p椚）（7））－＄et，

then＝isanm（・Y）－Set．TbproⅦLemma4・4，WegiⅦalemmaa七first・

LemmaB．1‥Fbrh≦5and7∈r告，aSet≡⊂Bhisanm（・Y）－＄etifandonlyif

（－1）J≦7，払ramJ∈≡，　　　　　　　　　（B・1）

（－1）J十（－1）〆≦7，知a11J，J′∈≡．　　　（B・2）

Proo£If三⊂Bhisanm（7）一Set，then（B・1）and（B・2）fo1lowfromthedefinition・

Belowweconsidertoprovethat＝isanm（7）－Setif（B・1）and（B・2）arevalid・

Theproofofcasesl≦h≦2isobviou8・∬乃＝Oholdsforonlyoneindexj，Say

j＝jo，thenfrom（B．1），WeSeethatoj。＝0foral1q∈≡andthus（4・20）holds，

i．e．≡isanm（・Y）－＄et．NowweaBSumethat3≦h≦5and7i＝Oholdsforat

lea8ttWOindices3．

Atfirst，WeCOnSiderthecaBeOf7i≦1foral1j・Assumeinthecontrastthat

≡is＝nOtanm（・Y）－Set・Thenthereisatupleql∈Q完with∑q∈≡qL≧3such

tha七人全∑q。≡qL（－1）q≦7・Ifsomecomponentof入isl，thentheremaimig

componen七SOf入mustbealsooddintegersandthusatleaBttWOOfthemare

notgreaterthanー1・Hence∑尖1入j≦1by3≦h≦5，andthusthereisa
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tupleql∈≡withqL，＞Osudthat∑た1（－1）q：≦0，i・e・WE（q’）≧「h／21・Let

T全h－WH（oJ）．Clearly，1≦T≦2withrespectto3≦h≦5andli＝・

IfT＝2，WeaBSume，withoutlossofthegenerality，thatqi＝q；＝0and

可＝1，払rj＞2・Thほ，如mト1）〆≦7，Weknow比at71＋竹≦1・知a町
q∈＝，from（－1）q＋（－1）ql≦・Y，WehaNe（－1）ql＋（－1）q2≧0・Then，Wehave

2＝（－1）ぺ＋（－1）ぺ≦∑J。≡ね（（－げ1＋（－げ2）＝入1＋入2≦竹＋乃≦1，itis

acontradiction．IfT＝1，aCOntradictioncanalsobededucedinasimi1arw

Nowweconsiderthecase7i≧2holdsforsomej，s・取om（B・1）and（B・2），

（－1）p“7）（J）如く（7）（7），　　　　　　　（B・3）

（－1）p珊（J）＋（－1）p椚）（J′）如爪7）（7），　　（B・4）

foranyP（（・Y）（q），P（（・T）（oJ）ep（（7）【＝］・Bytheabov℃prOOtWeknowp＜（・T）［＝］isan

m（p（（・Y）（7））－Set・Hence，≡isanm（7トset・　　　　　　　　　　□

pr。。f。fLe皿a4．4：1．Assuneintheco血rastthattherei＄anm（0）－Set≡

sucbtbat

ど′ト1）〆＋∑㍍（－1）J≦0，

ぐ′（－1戸＋∑㍍（－1）J≦0，
（r∈三

（B－5）

（B．6）

holdforsometupleq＋∈Bh＼≡andsomepositiveintegersEl，E”andsomenon－

negativeintegers㍍，fa，q∈≡・Clearly，We

∑㍍＞Oand∑島＞0，

∑（ぐ！；＋∈′′㍍）（－1）J≦0，
♂■∈≡

andtben

（B．7）

（B・8）

contradictsthat≡isanm（0）－Set・

2．Assunethath≦5，・Y∈r告and＝isanm（・Y）－Set・

Atfi，St，WeCOnSiderthec脱Of7i≦1foral1j・Since・Y∈r告，Weha代

（－1）7≦0．恥r弧yJ∈≡，加m（－1）J－7≦Oand（－1）7≧－7，間See

（－1）J＋（－1）7≦0・

101

（B．9）



Tlm8byLemmaB．1weknαⅣ≡∪（7）isanm（0）－Set・Then，thereisanm（0）－Set

≡Isuchthat≡∪‡7）⊂＝l・SinceforanySeque竺Ce8q，ql∈≡l，

卜1）J≦－（－1）て，　　　　　　　　（B・10）

（－1）J＋ト1）〆≦－（－1）7，　　　　（B・11）

from－（－1）7≦7andLemmaB．1weknow≡lisanm（・Y）－SetWhichcontains＝・

If乃≧2holdsfor＄Omej，s，byLemmaB・1wekn珊P（（・Y）［司isanm（p（（7）（7））－

set．Let＝LbeanM（P（（・Y）（・Y））－SetWhichcontainsp（（7）【＝］・Then

‡J∈♂：p引7）（J）∈≡こ）

isanM（・Y）－SetWhichcontdns＝・

（B．12）

【コ

Remark：Accordingtothefollowinglemma†WeSeethatLemmaB・1cannOtbe

generalizedtotheca占eS九≧6directly・

LemmaB．2：Assuneq（1），q（2），q（3）andq（4）are4tuplesinBhsatisbring

（－1）J（‘）＋（－1）Jぴ）≦0，加古，ブ＝1，2，3，4．　　　（B・13）

ThentherearenonnegativeintegersEl，缶，E3andEiwithgl＋缶＋E3＋E4＞O

su血tba七

∑鳥（－りJぴ）≦0，
ブ＝1

げandonlyif九≧6，缶＝缶＝缶＝缶，
■

∑ト1）げ≦0，払r盲＝1，2，…，九，
j＝1

（B．14）

（B．15）

andthereare6indices各1，亀2，．．．，i6SuChthat

‡（相成），貯戒））：1≦ブ≦6）＝（J∈が：q＋巧＋内＋叫＝2）・（B・16）

ProoftAssumethattherearenonnegativeintegersEl，E2，缶andE4SuChthat

（B．14）hold＄．Ftom（－1）q（1）＋ト1）q（2）≦0，Weknowthereisatleastoneindex

il，SuChtha七城＝攫＝0．Henceftom

∑もト〆iま≦0，
ブ＝1
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weknowEl＋E2≦E3＋E4．Similarly，WeCangetEl＋e3≦缶＋Ei，El＋f4≦E2＋E3，

E2＋E3≦El＋E4，E2＋E4≦El＋E3andE3＋ei≦El＋缶・HenceEl＝缶＝E3＝ei

and（B．15）h。Idforanyl≦i≦h．nlrthermOre，Weknowthatα！2＝α！だ＝1，

andconsequentlywecanCOnCludethatthereare6indicesil】i2I・・・，i6SuChthat

（B・16）boldsi弧d九≧6・

Ontheotherhand，aS餌methat（B．15）and（B・16）holdforsomeindices

il，i2，．．．，i6．Itisobviousthat（B．13）isvabdand（B・14）holdsforEl＝缶＝∈3＝

ら＝1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

C ProofofTheorem4．2

血first，WePrOVethefo1lowingtwolemmas・ThelatteroneisindeedequlV－

alent七oTheorem4．2．

Le皿aC．1：Assumethatl≦h≦5，7∈r告andE∈Nh・Then＝is

M（JY）－Setifandonlyif

叫≡）（7）∈叫≡）【司・　　　　　　　（C・1）

ProoたOnly－iipart‥L占t≡beanM（・Y）－Set．Thenp（（・T）［＝］isanm（P（（7）（・T））－Set

byLemmaB．1．Sincel≡L三2h．1and

≡⊂≡′＝（J∈が‥p郎7）（J）印q7）【司），　　　（C・2）

weknowp（（7）［＝］isanM（P（（・Y）（7））－Set，弧d＝＝≡l，i・e・（4・23）holdsforZ＝（（7）

andtben

∫（≡）⊆q7）・

Ftomト1野師≦P椚）（・Y），Weknow両市ep爪7）【＝］，andthen

pq7）（7）∈p爪7）【司・

（C．3）

（C．4）

Theequality（C．1）fo1lowsfrom（C・3）and（C・4）・

Ⅰ毎art：Assunethat（C．1）isvalid．Since＝ism（0）－Set，Wekn珊PI（＝）［＝］

㌍m（0）－Sd，andthwby（C・1）and－（－1Pl（：）（7）5WI（＝）（7），Weknowpt（＝）［＝］
lSanm（Pz（＝）（7））－＄et・Then≡ism（7）－8et，andthus＝isanM（7）一Setbecauseof

l司＝2九‾1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
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Le刀n刀乱aC．2；As8umethatl≦h≦5andq∈Qh・ThenqbelongstoQTZlif

andonlyifS（q）isasubsetofsomeM（0）－8et＝and

釣（≡）（7（q））＝叫≡）（J（≡）），　　　　　　　（C・5）

p【川V（三）（7（q））≧和抑岬）（J（≡））・　　　　（C・6）

Proo嚢Only－if・part：Assumethatqbelong＄tOQ訂in．ByLemna4．2，mknow

（－1）q≦7（q）and（－1）q＋（－1）q’≦・T（q）foral1q，q，∈S（q）・Thus，byLemma

B．1，WeknowS（q）isanm（7（q））－Set・Hence，byLenma4・4，WeknowS（q）isa

SubsetofsomeM（・Y（q））－Set＝・ThenbyLemmaC・1，Wehave

針（≡）（7（曾））∈針（三）【司・

Since・Y（q）＋6∈魂UA空，thereisatupleq∈Bhsatis矩ng（4・22）and

叫≡）（J）＝針（三）（7（曾））

（C．7）

（C．8）

Clearly，7（q）≧q．Ftom（C・7）and（C・8），WeSeethatqbelongsto＝andtlms

J＝J（≡）．Hence，（C・5）弧d（C・6）打eⅦユは

If－Part：AssumethatS（q）isasubsetofsomeM（0）－Set≡，（C・5）and（C・6）

arevalid．ByLemmaC．1，Weknowthat≡i8anM（・Y（q））－Set．Hence，S（q）is

m（7（可））一Set．Th遁qbelongstoQ㌘毎払ma4・2・　　　　　　　　　□

ProoforTbeorem4．2：

ItisobviousthatTheorem4．2isequivalen七toLemmaC．2．

D ProofofTheorem4．3

ProofofTheorem4．3：Theproofforthecasel≦h≦3isverysimple．Below

WeOnlyprovethecaBe＄Ofh＝4andh＝5・

Ⅵ毎firstconsidertheca5eOfh＝4．

If＝∈‡q，Di，昂）た1，q，qJ∈≡，thenthereisatlea虐tOneisuchthatoi＝

q；＝0．Hence（－1）q≦Oand（－1）q＋（－1）ql≦0fora町q，ql∈≡，andby

LemmaB．1，Weknow＝isaM（0）一Set・

Nowwesuppose＝isaM（0）－8et．Ifthereisaniosuchthatqi。＝0foral1

q∈≡，thenwehave≡＝q。．Ifthereisatupleq，∈＝suchthatwE（ql）＝3，
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thenweals。haNe≡＝Ghforsomeindexi。．Nowwe皿eq5i）＝1払r

fourseqtlenCeSq（i）∈＝，i＝1，2，3，4，andwE（q）≦2forallq∈＝・Let◎

denotethesetofthesequences‘r∈≡withwE（q）＝2・Byl＝l＝23，Weknow

圃≧3．Wbassume，withoutlossofthegenerality，thatllOO，1010∈◎・Clearly，

◎＼（1100，1010）⊆（0110，1001‡・Tben，如m（－1）0110＋（－1）川1＝0，間血珊

≡∈（量，か1）・
Nextweconsiderthec誠eOfh＝5．

Simuartothecaseh＝4，if＝isone．ofthesetsgivenin（4・33）to（4・38），then

wecanalsoshoweasilythat≡isaM（0）－Set・

N珊WeSuPpOSethqt＝isaM（0）－SetS・Ifthereisaq∈＝satisfieswE（q）＝4，

then＝＝Gi。holdsforsomeindexio・NextweassumethatwH（q）≦3foral1

q∈≡．．Let紀denotethesetofthesequences一丁∈≡withwH（q）＝3・

Ⅱ紀isaemptyset，then＝＝F・

∬況＝（J），tben百¢≡弧d三＝属音声・

If沢＝（ql，q”），then‡矛，諦）∩＝＝¢，andq；＝qT＝0forsomei・Hence

Weba代≡＝展示j戸・

Ifl呵≧3，withoutlossofthegenerality；Wea凱methatlllOO，11010∈軋

恥en況＼‡11100，11010）⊆‡11001，01110，10110）・Hence，≡与伍勅晶4，量3）正

岡＝3，弧d丘om（－1）11001＋（－1）01110≦Oand（一1）11帥1＋（－1）10110≦0，We

how≡＝筏勘呵≧4．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

E ProofofLema4．6

ProofofLeⅡ皿a4．6：Wtonlyproveforthec誠emin（nolO，nODl‡＞0・The

proofforthecaBemin（n。1。，nOOl）＝Oissimplerandcanbeobtainedinasimilar

W町．kt

几M（た）全Ip£好1‾ゐ）／2」‾た）＼（∞）t，

伽1（た）全Ip紺1‾ゐ㍍卜烏）＼（∞）卜

1．FbrkwithO≦k≦ko，Ⅶ℃SeethatooisnotinX（k）ifandonlyif

榊）全乃…＋乃…（た）＋伽1（た）－（Jl－た）≧0・

（E．1）

（E．2）

（E．3）

Letkiandk；denotethesmallestandthelargestkin［0，ko］forwhich（E・3）holds

respectively．Clearly，intheinterval［0，ko－1］，4・（k）－4，（k＋1）isnondecreaBing
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andsatisfieslゆ（k）－4，（k＋1）l≦1．If∞卓X（k）and4・（k）－4・（k＋1）≦0，We

see∞ゼX（k＋1）easily．Ifthereisanintegerk2withki≦k2＜k；suchthat

∞¢X（k2）and4・（k2）一中（k2＋1）＝1，then，foranykwithk2＜k≦ki，from

榊2）＝頼；）＋（た卜た2）≧．た卜た2WeSee榊）＝榊2）－（た－た2）≧た卜た≧0，
thisimplies∞卓X（k）．Hence，∞≠X（k）forallkwithki≦k≦k；・

2．Clearly，払rたwitbた1≦た＜払w℃bave

血ni旬10（た），几001（可）＞0．　　　　　　　　（E・4）

Wbsayqkisa－tyPe，Orb－tyPe，Or¢－tyPe，Ord－typeif脇。＜612－kand晶1＜

∂13－た，Or脇。＜J12－たand脇1＝∂1さ－た，O一品0＝J12－たa皿d脇1＜∂1き－た，

or脇0＝612－kand脇1＝613－k，reSpeCtively・Wfitei（k）＝maX‡i：i∈X（k）），

豆010（た）＝maX†盲：豆∈ズ（た）npolO），虚001（た）＝maX‡盲：豆∈ズ（た）npool）and

豆000（た）＝min（豆：云∈pooo＼ズ（た））・

Ifqhisa－bTPe，WeSeeX（k＋1）＝X（k）1（i（k））andp（k）＝Jri（h）I・

Ifqhisb－tyPe，WeSeeX（k）∩2）001≠¢，X（k＋1）＝X（k）＼‡iool（k））and

FL（k）＝lri001（h）［・Fbrthermore，ifk＋1＜k，，qh＋1mustbeb－typeOrd－tyPe・

Ⅳqhisc－tyPe，WeSeeX（k）nDolO≠¢，X（k＋1）＝X（k）＼（iolO（k））and

FL（k）＝［ri。1。（た）I・FbrthermOre，ifk＋1＜kr，qh＋1mustbec・tyPeOrd－tyPe・

Ifqhisd－type，WeSeethatX（k）nDolO，X（k）nDoolandDooo＼X（k）are

non－emPtySetS，X（k＋1）＝（X（k）＼‡iolO（k），iool（k）‡）∪（iooo（k））andFL（k）＝

転1。（鳥）けIri。。1（可l－tri。。。（呵トClearly，Web馴化tr‘。00（た）1≧max（lri。1。（た）l，れ。1（た）け

andtbus

血n伸i。1。（可l，lri00l（た）け≧〝（た）・ （E．5）

Fbrthemore，ifk＋1＜kr，qk＋1zmstbedltype・

Clearly，WeSeeiolO（k）≧iolO（k＋1）andiool（k）≧iool（k＋1）・Tlms，with

respectto（E．5），WeCan’deduceeaBilythatp（k＋1）≦FL（k）ifk＋1＜k，・　ロ

F ProofofLemma4．8・

ProofofLemma4．8：If＃・h＋1isempty，thenE（qd，h）isalsoemptybyits

definition．Wbwi11provethatthereexistsanRd・h＋1－OPtimuminthe＄etE（qd，k）
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ifj折k・1isnotempty．AssumeRd，h＋1≠¢andqd・h＋1isanRdpk＋1－OPtizmm・Let

＾1denotethesetofpairs

（J′，J′′）∈（（0000，0001），（0100，0101），（0010，0011），（0110，0111））（F・1）

whichsatisfy

q欝＋1＞9欝弧d滞＋1＜躍，

If＾1≠¢，thenanyPair（ql，q”）∈＾1muStSatisfy

甲（〆・鳥，J′，J′′）∈廊直1弧d甲（㌔匪1，J′′，〆）∈ガ，た・

（F．2）

Let15f・1and15den。tethelwgedintegeminD＃’1）andD汐′）re叩eQivdy

Letsyands2E・1den。tethesmalledintegemiD。・＼D禦）弧dDq”＼D汐fl）
respectively．Clearly，WehaNeぽ＋1≧s㌘ands欝ト1≦l欝andtlms

エ′（〆抑）＝エ侮（げ＋1，〆′，〆））＋tγな＋1トlγ夢11

≧ム′（押叫埼＝像l＝拍（げ，〆ル′′）），
（F．4）

thisimpliesthatp（q瑚，ql，dl）i8aR瑚＋1－Optimum・

IfAl＝¢，thenft？mthefirstequalityin（4・60）and（0000，0001）≠AIWeSee

此1≦戯。弧d鑑1≧戯1，　　　　　（F・5）

andtlmsfrom（4．67）andthesecondeq鱒1ityin（4・60）weseethattherem恨tbe

atleaBtOnePaN

（〆，〆′）∈（0100，0010，0110）×‡0101，0011，0111）・　　（F・6）

sudthat（F．2）holds．Wbconcludethatthispair（oJ，q”）mstsaiisfy（F・3）too

andtlmsp（qd声，OJ，q”）isaRdrh＋1－Optirm・hdeed，forclar軸say（0’，0’l）＝

（0100，0011）s如i痛感（F・2），i・e・

9言霊1＞戯。and亜1＜叔1，

sincebothof（0100，0101）and（0010，0011）arenotin＾1，WeSeethat

甜1≧戯1and此1≦戯。・

（F．7）

（F．8）

nom（F．7）and（F．8），WeSeethat（F・3）holdsfor（q，，q”）＝（0100，0011）・　ロ
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G ProofofLemma4．10

TbproveLemma4・101WefirstintroducesomemoredefinitionsandanOther

lemma．Fbr訂∈n（w），1etg（汀）denotethesetofpairsql∈TwithLw（訂）≦

Lw（汀＋ql）・Fbranypairql＝（ci，a：ち，名）∈T，letp（ql）denote7－tuple

（∬；，ごら，ご；，∬1＋ヱら，∬1＋∬；，∬妄＋ヱ；，∬i＋∬ち＋鶴），　　（G・1）

andlet宙（ql）denotethesetofpairsq”＝（3r，C；，弔）∈Twhich

p（汀′）ブ・p（訂”）ブ≧0，払rj＝1，2，…，7・ （G．2）

W関野紀tT′⊆Tcobere血げT′⊆宙（∬′）払rea血が∈T′・

LeⅡ皿aG．1：1）．If汀′∈g（汀）∩宙（汀”），WemuSthave汀l∈g（汀＋訂”）・

2）．If‡ql，q2，‥・，汀h）⊆g（訂）i8COherentandtl，i2，…，t鳥arenOnnegativeinte－

gers，We皿闇tba代ん（訂）≦ん（打＋∑た1む呵）．

3）．Apair汀∈t？（w）isan（w）－pairifandonlyifT⊆g（汀）・

4）．Apair汀∈t？（w，a＝）isafl（w，a：）－Pairifandonlyif

Tl全（（1，0；0），ト1，0，0），（0，1，0），（0，－1，0），（1，－1，0），（－1，1，0））⊆g（外

ProoL　Ⅵ屯onlyprovetheresult3）here．Theresultsl）and2）canbeproved

easilyfromthedefinitions，andtheresult4）c弧beprovedwithasim㍊armethod

Ofprovingtheresult3）．

If訂∈n（w）isan（w）－Pair，WeSeeeaBilythatT⊆g（訂）holds・Nowwe

a£ざumethat汀∈n（w）satisfiesT⊆g（q）・Wbwi11proveLw（ql）≧Lw（汀）forany

ql∈n（w）andtlms訂isaS？（w）－pair・Letqlbeanarbitrarypairinn（w）andwrite

が＝（3；，C；，a；；）for訂l－q・Uallof3；，C芸，X；arenonnegativeornonpositive，駐om

（（1，0，0），（0，1，0），（0，0，1））and‡（－1，0，0），（0，－1，0），（0，0，－1））arecoherent，We

knowL．。（q，）≧L．p（訂）ea8ily・Fbrtheotherc誠eS，withoutlossofgenerality；W℃

a£gumet鮎止可≧∬芸≧0，∬；＜0・

Ⅳ－ヱ；≦∬；，丘omが＝（ェ；＋弔）（1，0，0）＋（∬；＋∬；）（0，1，0）＋（一頃）（1，1，－1）

弧d（（1，0，0），（0，1，0），（1，1，－1）‡誌coberent，Ⅶ＝血owん（が）≧ん（汀）・

打方；＜一箪；≦ヱ；，鉦omが＝（可＋弔）（1，0，0）＋（－∬芸－ぢ）（1，0，－1）＋

3；（1，1，－1）and（（1，0，0），（1，0，－1），（1，1，－1））iscoherent，WeknowL．。（ql）≧

ん（叶
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Ⅱ可＜－ご；＜ご；再㌫仕omが＝（－ご；一瑚（1，0，－1）＋（一訂；－∬；）（0，1，－1）＋

（c；＋x芸＋x；）（1，1，－1）叫d（（1，0，－1），（0，1，－1），（1，1，一1））iscoherent，Weknow

ん（が）≧ん（可・

∬－∬；≧再来ち丘omが＝（一方；－ご；一瑚（0，0，－1）＋項1，0，－1）巾紳1，－1）

and（（0，0，－1），（1，0，－1），（0，1，－1））iscoherent，WeknowLw（ql）≧Lw（q）・□

ProofofLeⅡ皿a4．10：Let汀1denotetheoutputpairofStepl・Withoutlossof

generality，WeaBSunethat（（1，0，0），（－1，0，0），（0，－1，0））⊆g（ql）・Wbconsider

togrow訂1inthe（0，1，0）－directiontiuwecannOtdoanymore，andlet訂ideqote

theresultpair．Clearly，Weha叩（（0，1，0），（0，－1，0））⊆Q（qi）・Ftom（1，0，0）∈

宙（0，1，0）ng（ql）and訂i＝ql＋k（0，1，0）forsomenonnegativeintegerk，WeSee

（1，0，0）∈g（訂i）．Nextweconsidertogrowqiinthe（一1，0，0）Jirectionti11we

notdoanymOre，thenre8ultpairqrm闇tSatis＆（（1，0，0），（－1，0，0），（0，－1，0））⊆

g（訂T）．Andsoon，WeSeethat‡（1，0，0），（0，1，0），（一1，0，0），（0，－1，0））⊆g（乃）

fortheoutputpaN訂20fStep2・

Clearly，Weh那eeither（1，－1，0）∈g（q2）or（－1，1，0）∈g（q2）・FbrthermOre，

正訂2isgrown負℃m訂2－（0，1，0），如m（1，0，0）∈多（和一（0，1，0））㈹批ん（訂2＋

（1，－1，0））＝ん（（訂2－（0，1，0））＋（1，0，0））≧ん（和一（0，1，0））≧ん（訂2）弧d

thus（1，－1，0）∈g（7T，）．Similarly，WeCan’shⅣthat（1，－1，0）∈g（訂2）ifq2

isgrcrwnffom訂，一（－1，0，0），andト1，1，0）∈g（訂2）if訂2isgrownfrom汀2一

（1，0，0）or汀2－（0，－1，0）・Withoutlossofgenerality・WeaSSumethahTo全

（（1，0，0），（0，1，0），（－1，0，0），（0，－1湖，（1，－1，0））⊆ダ（乃）弧d（－1，1，0）¢紳2）・

AccordingtoL．。（q2＋（－1，1，0））＜Lw（汀2）≦min（Lw（汀2＋（0，1，0）），Lw（汀2＋

（」，0，0））），Ⅶ‖血ow‡（1，－1，0），（1，0，0），（0，一1，0））⊆抑2＋（－1，1，0））・nOm

‡（－1，0，0），（0，1，0））⊆g（訂2）∩宙（－1，1，0），WeSee壷0（（一1，0，0），（0，1，0））⊆

Q（q2＋（－1，1，0））．Tlms，WehaveTo⊆g（汀2＋（－1，1，0））andfurtherTo⊆

g（T（w，3））fortheoutputpairT（w，C）oftheprocedure・Since（－1，1，0）isalsoin

g（T（w，C）），from3）ofLemmaG・1weseethatT（w，T）isan（w・X）－Pair・

AccordingtotheaboveargumentIWe＄eeeaBilythatthegrowthroutem闇t

beoneofthefourclassesshminFig・4・1・　　　　　　　　　　　　　ロ
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H Proofoflemma4．12

ProofofLemma4．12：Wbonlyprovethere＄ultl，theresult2canbeproved

byasimilarmethodandtheresult3isadirectcorollaryoftheresults3）and4）

OfLemmaG．1．Let訂odenotethepairinT＊whichsatisfies

ん（丁（礼㌧∬）＋（0，0，1）＋和）＝ま喪ん（丁（叫ヱ）＋（0，0，1）＋叶　（H・1）

BelowweprovethatTl⊆g（T（w，C）＋（0，0，1）＋汀0），andthusT（w，C）＋（0，0，1）＋汀o

isaO（w，3＋1）－pairby4）ofLemmaG．1．

Ⅳ汀0＝（0，0，0），毎（H．1）we血ow‡ト1，0，0），（0，－1，0），（1，－1，0），（－1，1，0））

⊆g（丁（叫∬）＋（0，0，1））．Since（（1，0，0），（0，1，0））⊆宙（0，0，1）∩タ（丁（叫∬）），We

血owi（1，0，0），（0，1，0））⊆g（丁（叫∬）＋（0，0，1））also bolds，and tbus Tl⊆

g（丁（叫∬）＋（0，0，1）＋和）・

If訂0＝（－1，0，0），tben毎（H．1）weknow（（1，0，0），（0，1，0），（0，－1，0），（1，－1，

0））⊆g（T（w，3）＋（－1，0，1））．Since（（－1，0，0），（－1，1，0））⊆g（T（w，3））∩宙（－1，0，

1），WeSee（（－1，0，0），卜1，1，0））⊆g（T（w，3）＋（－1，0，1））alsoholds，弧dtlms

Tl⊆g（丁（叫∬）＋（0，0，1）＋訂0）・

If汀0＝（0，－1，0），Simi1artotheabovecase，WeCanShowTl⊆g（T（w，C）＋

（0，0，1）＋打0）．

Ⅳ訂0＝（－1，ニ1，0），tben毎（H・1）weknow（（1，0，0），（0，1，0））⊆g（丁（叫訂）＋

（－1，－1，1））．Since（（一1，0，0），（0，－1，0））⊆宙（－1，－1，1）ng（T（w，3）），Weknow

（ト1，0，0），（0，－1，0））⊆g（丁（叫∬）＋（－1，－1，1））dsobolds・Ontbeotberband，

蝕）m（0，－1，0）∈宙（0，－1，1）ng（丁（叫∬））andト1，0，0）∈サト1，0，1）∩多（丁（礼㌧ご）），

We know（0，－1，0）∈　g（丁（叫∬）＋（0，－1，1））and（－1，0，0）∈g（丁（礼㌧∬）＋

（－1，0，1））．Tbenl抑eSeeん（丁（乱㌧ご）＋（0，－2，1））≧ん（丁（耽㌧諾）＋（0，－1，1））≧

ん（丁（叫∬）＋（－1，－1，1））弧dん（丁（祉㌧∬）＋ト2，0，1））≧エw（丁（祉㌧ヱ）＋（－1，0，1））≧

ん（丁（叫∬）＋（－1，－1，1）），bence†（1，－1，0），（－1，1，0））⊆g（丁（祉㌧ご）＋（－1，－1，1））・

TbusTl⊆g（丁（叫∬）＋（0，0，1）＋和）．

If汀0＝（1，－1，0），tben毎（H．1）weknow（（－1，0，0），ト1，1，0））⊆g（丁（叫ご）＋

（1，－1，1））．Since（（1，0，0），（1，－1，0））⊆督（1，－1，1）ng（丁（叫∬）），Weknow（（1，0，

0），（1，－1，0））⊆g（T（w，3）＋（1，－1，1））alsohold5・Ontheotherhand，鉦om

（1，－1，0）∈督（0，－1，1）ng（丁（叫エ））弧d（1，0，0）∈宙（0，0，1）ng（丁（叫∬）），Weknow

（1，－1，0）∈ダ（丁（叫ご）＋（0，－1，1））弧d（1，0，0）∈g（丁（叫∬）＋（0，0，1））・Tbenwe

Seeん（丁（叫∬）＋（1，－2，1））≧ん（丁（礼㌧ヱ）＋（0，－1，1））≧ん（丁（叫∬）＋（1，－1，1））
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弧dん（丁匝，エ）＋（1，0，1））≧ん（丁（叫ご）＋（0，0，1））≧ん（丁（叫∬）＋（1，－1，1）），

hence（（0，－1，0），（0，1，0））∈g（T（w，3）＋（1，－1，1））．AndthusTl⊆g（T（w，X）＋

（0，0，1）＋訂0）．

Ⅳ汀0＝（－1，1，0），SihilartotheabovecaBe，WeCangetTl⊆g（T（w，X）＋

（0，0，1）＋訂0）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

111


