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第1章 序論

1.1 緒言：半導体中の低温高密度電子正孔系

半導体中のバンド端近傍を強いレーザー光で励起すると、高密度の電子と正孔を生成す

る事が出来る。ここで励起された電子と正孔は、その間に働くクーロン引力に起因してそ

の密度や温度によって様々な状態をとりうる。図 1.1(a)、(b)に直接遷移型半導体におけ

る電子正孔密度と温度と状態の関係を模式図で示す。図において (I),(M)はそれぞれ絶縁

相、金属相を意味する。また、相図の上部に実空間での励起子ガス層と電子正孔プラズマ

相の模式図を描いた。

先ず、高温において電子と正孔の対（電子正孔対）の密度が比較的低い、すなわち電子

正孔対同士が十分離れているような場合、電子と正孔はクーロン引力により一対一で対

を形成し、この場合電子正孔対はボゾン的な性質を持つ励起子ガス状態となる。また、励

起子同士が近づいたとき、一方の励起子を構成する電子（正孔）のスピンの向きと、他方

の励起子を構成する電子（正孔）のスピン向きがそれぞれ逆向きである場合、これらは

結合し励起子分子 (biexciton, exciton molecule)を形成する。このとき励起子は電気的に

は中性であり、系は絶縁相である。ここで電子正孔密度を増して行き、励起子間距離が励

起子のボーア半径に近くなり励起子同士が互いに重なり合うような高密度状態になると、

クーロン相互作用の遮蔽効果により励起子は解離し、電子正孔プラズマ状態 (electron-hole

plasma)となる。このとき系は金属相であるが、この電子正孔系における絶縁体-金属転移

は励起子モット転移と呼ばれる4)。電子正孔プラズマ状態は臨界温度以下では電子正孔気

相と電子正孔液相に相分離する。さらに低温では、低密度側の電子正孔気相は励起子ガス

相に転移する（図 1.1(a)参照）。臨界温度以下では励起子状態よりも電子正孔プラズマ状

態の方がエネルギー的に安定になるため、電子正孔対は凝縮し密度を増加させることでエ

ネルギー的な利得を得ようとする。この時、励起子は半導体中に一様に分布するのではな

く空間的に凝縮し、励起子は電子と正孔に分離し系は金属相となる。これが液相が形成さ

れる原因である。Keldyshは 1968年にこれを理論的に予測し、空気中の水滴に対応させ電

子・正孔液滴と呼んだ5)。また、図 1.1(a)において臨界温度以下で電子正孔密度を増加させ

ていくと、液滴が半導体全体を占めるようになり、電子正孔液体の状態になる。電子正孔

液滴はまずRogachevらによってGeにおいて観測された6)。最近ではKuwata-Gonokami
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らによって間接遷移型半導体 (ダイアモンド)、直接遷移型半導体（CuCl）中にサブピコ

秒光源で励起した励起子に関する時間分解発光スペクトルの実験から、励起子ガスから

電子正孔液滴への転移が観測された7)–9)。しかしながら、十分低温では、励起子のボーズ

統計性を考慮すると、励起子ボーズ・アインシュタイン（Bose-Einstein）凝縮相（励起子

BEC）が形成されることが理論的に予測されている1), 2)。この場合は運動量が零の状態に

励起子凝縮するため、励起子の分布は実空間的には一様になる（図 1.1(b)参照）。励起子

が実空間で凝縮することで古典的な相分離が生ずるか、それとも運動量空間で凝縮し、実

空間的には均一な巨視的量子現象が生ずるかは、バンド構造に複雑に依存し、物質固有の

問題である。

一方、励起子BEC相が形成されるような低温において、電子正孔対が互いに重なり合

うような高密度状態では、電子と正孔のフェルミオンとしての性質が顕在化し上述の様

なボゾン的な描像は成り立たなくなる。またこのような低温・高密度では電子正孔対は電

子正孔プラズマや電子正孔液滴における様な解離をせず、束縛状態を形成すると考えられ

る。この、クーロン引力により束縛しあった電子正孔対は、ちょうど超伝導対中において

電子同士がフォノンを介した引力により結合しているクーパー (Cooper)対の様に運動量

空間で凝縮を起こし、超伝導体中のBCS状態と類似した巨視的量子現象を示すことが理

論的に予測されている（電子正孔 BCS状態）3)。電子正孔 BCS状態は、金属相である電

子正孔プラズマや電子正孔液滴とは事なり絶縁相であり、励起子BEC等の低密度領域の

巨視的量子状態と同様の絶縁体としての電気的性質を持つ。また、電子正孔BCS状態と

励起子BECの間では連続的な移り変わり（クロースオーバー）を示し、10), 11)励起子モッ

ト転移とは全く異なる様相を呈すると考えられている。これらのことから電子正孔 BCS

状態は半導体中の低温高密度電子正孔系の巨視的量子現象の中でも特異な存在であると

言える。励起子BEC、電子正孔BCS状態、については後に詳しく述べる。

なお、バンドギャップが小さい間接遷移型半導体では、圧力をかける事によってバンド

ギャップを変化させたとき、伝導帯と価電子帯のエネルギー的な重なりに起因する電子正孔

密度の変化によって、半導体－半金属転移が起こるが、この相転移の間で電子正孔間相互作

用に起因して絶縁体への相転移が存在する事が指摘されている（Excitonic Phase）12)–14)。

以上のように、低温高密度の電子正孔系は凝縮系の巨視的量子現象を研究する上で非

常に興味深い対象である。この系は、照射するレーザー光の強度や周波数によって電子正

孔対密度を容易に変化させる事が出来るため、系統的な現象の調査が可能であり、また有

効質量が小さいため比較的高温で凝縮状態が得やすいという利点があり、なおかつ光を用

いた物性制御による新素材開発（例えば半導体光スイッチング素子）に繋がる可能性を含

む点で、学術的にも産業的な観点からも非常に興味深い対象である。それにも関わらず、

電子正孔対の有限寿命に起因して低温で高密度の電子正孔対を長時間維持する事が非常

2



図. 1.1: 高密度電子正孔系の相図（模式図）

に困難であり、また物質の個々の状態に大きく影響を受けることから、励起子BECや電

子正孔BCS状態の様に実験的に確実な検証がされていない未解決な問題も存在する。し

かし、最近の実験技術の進歩により半導体中に非常に多くの低温の電子正孔対を生成し

維持する事が可能になり、8)理論面においても計算機の性能も著しい向上を続けているた

め、今後この分野に関して更なる進歩が見込まれるであろう。
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1.2 ボーズ・アインシュタイン凝縮とBCS状態

本論文の研究対象である高密度励起された半導体中の電子正孔BCS状態を理解する上

で、一般に知られるBCS状態とボーズ・アインシュタイン凝縮について知ることは不可

欠である。本節では次節の理解を助けるため、これらについて概要を述べる。なお、本節

の記述は文献 15、 16、17を参考にした。

1.2.1 ボーズ・アインシュタイン凝縮

4Heはスピンが 0のボーズ粒子であり、ボーズ統計に従う。ボーズ統計に従う粒子は多

数の粒子が同一の量子状態に入り込むことができる性質を持ち、例えば運動量 0の状態に

複数のボーズ粒子が落ち込むことも可能である。今、粒子間の相互作用を無視し得るよ

うなとき、温度が下がるにしたがって、最低エネルギーに存在する粒子の数は増えていく

が、他の粒子を引き込もうとする量子力学的凝集力によりさらに粒子数は増える。これら

が相乗した結果、ある温度で最低エネルギーに存在する粒子の数は急激に増加する。この

ように一つの 1粒子状態にマクロな数の粒子が入り込む現象がボーズ・アインシュタイン

凝縮である。なお、この凝縮は運動量空間での凝縮である。ボーズ・アインシュタイン凝

縮は凝縮している粒子の数の割合を秩序変数として特徴付けられ、転移温度以下では全粒

子数の数%もの粒子が集まる。4Heを 2.17 K以下に冷やしたとき、摩擦なしの流れを示

す超流動現象は、4Heのボーズ・アインシュタイン凝縮に関連付けられる。

1.2.2 BCS状態

金属や合金の電気抵抗が低温において消滅する超伝導の量子論的な理論であるBCS理

論は 1957年にBardeen, Cooper, および Schriefferの 3人によって確立された18)。この理

論の本質であるフォノンを介した電子同士の引力は、次のような過程で生ずる。ある電

子が運動することにより格子中に歪みを生じる。電子の速度 (約 108cm/s)は格子歪みの

速度 (約 104cm/s)に比べて極めて速いので、格子歪みに伴う分極は他の電子を引き寄せ、

電子格子電子相互作用をもたらす。これが仮想的に電子同士がフォノン（格子振動の量子

化）を媒介して対を形成しているように扱うことができるのである。BCS理論によれば、

フェルミ面近傍の電子に引力が働くとき、それがいかに弱くても正常状態の電子配置は不

安定になり、代わって正常状態から有限の大きさのエネルギーギャップを隔てた位置に新

しい基底状態ができる。これが超伝導状態（BCS状態）であり、秩序変数（秩序の度合

いを示すパラメータ）はこのエネルギーギャップである。BCSのハミルトニアンは次のよ
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うに与えられる。

Hsc =
∑

kσ

εkc
†
kσckσ − V

∑′

kk′σ

c†k+q↑c
†
−k↓c−k′↓ck′+q↑ (1.1)

ここで、c†kσ, ckσは電子の生成、消滅演算子であり、εkは一電子状態のエネルギーである。

−V は電子間の引力であるが、この引力が有効的に働く範囲はフェルミ面の上下 2ωDの

球殻内にある。ここで ωDはフォノンのエネルギースケールであるデバイ・エネルギーで

あるが、これはフェルミエネルギーよりもはるかに小さいため、この球殻は非常に薄いも

のである。(1.1)式の右辺第二項の
∑′
はこの球殻の範囲内で和をとることを意味してい

る。

次に波動関数を考える。まず電子間に引力がない正常状態の波動関数は次のように書ける。

|Φnormal〉 =
∏

k<kF

B†
k|vac〉 (1.2)

ここで、

Bk = ck↑c−k↓, B†
k = c†−k↓c

†
k↑ (1.3)

は全運動量が零の電子対の電子対の消滅、生成演算子である。電子対にはスピンが平行

（三重項）と反平行（一重項）のものが考えられるが、金属中では後者のみ問題になるの

で、ここでは半平行の場合のみを考える。また、|vac〉は真空を表す波動関数である。
またBCS理論によると、BCS状態の波動関数は、次のように与えられる

|ΦBCS〉 =
∏

k

(
uk + eiθvkB

†
k

)
|vac〉 (1.4)

θはBCS状態の位相を表すパラメータ、uk, vkは変分パラメータであり、u2
k + v2

k = 1の関

係を満たす。この式は電子対の位相はそろっているが、電子数が不確定であること（コヒー

レントな状態）を意味している。この波動関数の特徴は、Bkの期待値 〈ΦBCS|Bk|ΦBCS〉 =

ukvkが有限の値を持つことである。また、BCS状態の秩序変数である BCSエネルギー

ギャップ方程式は次のように定義される。

∆k ≡ V
∑′

k

ukvk (1.5)

フェルミオンである電子は 1電子状態に 1個までしか存在しえないが、電子対は 2電子

状態にマクロな数が落ち込むことができる。これを対凝縮と言い、BCS状態は電子対が

対凝縮を起こすことにより形成されると考えることができる。この凝縮した電子対はクー

パー対と呼ばれ、多くのボゾン的特長を持つ。しかしながら電子濃度に対して計算された
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ボーズアインシュタイン凝縮の転移温度はフェルミ温度 (104 ∼ 105K)程度であり、実際

の超伝導転移温度（クーパー対が二個の電子に解離する温度）よりはるかに高い。また、

クーパー対の電子間距離（コヒーレンス長）は数 100Åと、金属中の電子間距離よりはる

かに長い。このことはクーパー対同士が互いに間に入り込んで存在していることを意味

している。そのためBCS状態のメカニズムを考える際、単純にBCS状態はクーパー対が

ボーズアインシュタイン凝縮を起こしたものだとするモデルは成り立たないことに注意す

るべきである。

1.3 高密度励起された半導体中の電子正孔BCS状態

本節では本論文の研究対象である電子正孔 BCS状態について解説する。そのために、

まず電子正孔BCS状態を語る上では外すことのできない励起子ボーズ・アインシュタイ

ン凝縮について記述する。また関連分野として、最近特に注目を集めているフェルミ原子

ガス系のBCS-BECクロスオーバーについても説明を与える。

1.3.1 励起子ボーズ・アインシュタイン凝縮（励起子BEC）

液体ヘリウムの超流動現象は、前述したようにボーズ粒子である 4Heのボーズ・アイン

シュタイン凝縮が主な原因である。これと同様に、半導体に照射するレーザー光の強度を

強くしていくことによって電子正孔対の密度を増加させたとき、半導体中に生成された電

子正孔対（励起子）もボーズ・アインシュタイン凝縮を起こし超流動を示すのではないか

と考えられている。これは励起子BECとよばれ、1962年、Blattら、Moskalenkoらによ

り独立に予測された後、多くの実験的・理論的な研究が試みられてきた1),2), 19)。例えば、

Akimoto-Hanamuraらによる理論的な研究によれば、励起子そのものによるBECは殆ど

起こらず、二つの励起子間の二つの電子と正孔の各々に対してスピンが反対称である場合

に働く引力によりつくられた束縛状態である励起子分子により励起子BECは起こると考

えられている20)。また、Iidaらはタイプ II半導体超格子に対する理論研究で、井戸幅が

十分小さい場合、励起子系の超流動が存在しうることを見い出した。ここで半導体超格子

の模式図を図 1.2に示す。半導体超格子とは、異なる種類の半導体超薄膜（図ではA、B

とした）の周期積層構造のことであり、伝導帯と価電子帯の量子井戸が同じ層にある場合

をタイプ Iという。また、異なる層にある場合はタイプ IIと言い、GaAs/AlAsがこのタ

イプである。

この研究において Iidaらは外部電流をこの量子井戸に流した場合を考え、ある臨界電

流以上では励起子の超流動に起因する電流が流れることを見出した。これらの結果から彼
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図. 1.2: 半導体超格子の模式図

等は励起子BECの直接観測が可能であることを示した21), 22)。

また、励起子BECを実験的に見出したとする研究が数多く発表された23)–27)。例えば、

1993年 Fortinらにより Cu2O中の励起子の異常伝播が報告された28)。ここで図 1.3、1.4

は Fortinらの実験結果であり、幾つかの温度と入射光強度に対する時間分解光起電圧で

ある。Cu2Oを光励起すると、初めに一重項励起子が生成されるが、これは速やかに、エ

ネルギーが低い三重項励起子へと緩和する。三重項励起子は一重項励起子より寿命が長

く、発光しにくいため、Fortinらは試料表面で励起子が再結合して壊れる際に観測される

起電圧を測定した。

ここで図 1.3における T < 3K、図 1.4における I > 2.5I0の 1µs付近に見られるピー

クは、巨視的量子状態にある励起子集団のコヒーレンス伝播の証拠によると考えられた。

電子正孔が高密度の状態では、励起子の位相緩和時間は極めて短くなると考えられるが、

この結果のように光を照射した位置から離れた場所で時間幅の狭い光起電圧が観測され

るということは、励起子が集団でコヒーレントに伝播していること反映していると考え

られる。さらに、このピークは高温では消えてしまうが、非常に低い温度でこの転移が

起きている。Fortinらはこれらの特徴は励起子BECを反映している可能性があると考え

た。また、GotoはCu2Oの二光子共鳴吸収実験において、二つの部分からなる発光線の内

の一つが励起子BECと関連すると考えた29)。HasuoらはCuClに対する二光子吸収実験

により観測された零波数の励起子分子の数の増加に伴う位相共役波の増強が励起子BEC

と関連すると考えた30)。一方、KondoらによるBiI3結晶を光強励起子した際の吸収、発
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図. 1.3: 時間分解光起電圧の温度依存性28)

図. 1.4: 時間分解光起電圧の励起光強度依存性28)

光スペクトルの変化、非線形光学応答についての実験によって高密度励起子のコヒーレ

ントな集団運動が示唆された31)。また、NakayamaらによるGaAs/AlAsタイプ II半導体

超格子での励起子－励起子分子系でのPL強度の減衰過程から、励起子－励起子分子系が

Bose-Einstein統計に従う事を示した実験32), 33)、DengらによるGaAs/AlAsマイクロキャ

ビティ励起子ポラリトンの凝縮に関する研究34)などが励起子BECに関連する研究として

存在する。

最近では 2002年、Snokeらのグループと Butovらのグループがそれぞれ独立に行わ

れた半導体量子井戸による実験において観測された特殊な励起子発光が、励起子 BEC

の形成に帰せられると考えられている35), 36)。図 1.5は Butovら実験結果の一つであり、

GaAs/AlGaAs量子井戸を光励起した際のPLスペクトルの空間依存性である36)。図にお

いて一番上の線は入射光を照射した位置 (r = 0)であり、下に行くに従って遠ざかり、最

下段の線は r = 107µmである。今、低温 (T = 2.4K)において、入射位置より離れた場所
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にピークが存在する。これは入射位置からある程度離れた円環状の発光であり、Butovら

はこの発光が励起子BECの形成に起因するのではないかと考えた。

図. 1.5: PLスペクトルの空間依存性36)

この様に、励起子BECは精力的にその検証が試みられているにも関わらず、現在までの

所何れの結果も励起子BECの存在を決定付けるまでには至っていない。例えば図 1.3,1.4

の Fortinらの結果は光励起と同時に生成されたフォノンウインド（フォノンが電荷に運

動量を与える現象）と区別ができないと指摘されている37)。また、図 1.5のButovらの結

果についても円環は空間的に隔てられた電荷の境界であると報告されており38),39)、更な

る検討が必要であるとされている。なお、光励起でない系に関しては、量子ホール系にお

いて 2004年、KelloggらによるグループとTutucらによるグループによって実験でそれぞ

れ独立に観測された伝導特性が新たに注目を集めている40),41)。

1.3.2 電子正孔BCS状態

電子正孔系の BCS状態は励起子 BEC同様 1960年代に Keldyshらにより予言された

後3)、過去 40年以上に渡って精力的に研究が行われてきた10),42)–49)。励起子BECと電子

正孔 BCS状態の相違点を表 1.1にまとめた。平均対間距離が励起子ボーア半径より短い

ような高密度では電子正孔対同士が互いに重なり合っていおり、一対の電子正孔間に多数

のフェルミオンが存在するため、粒子間のクーロン相互作用とパウリの排他原理が重要に

なり、もはや電子正孔対はボゾン的な性質を持つ励起子として扱うことはできなくなる。

この場合、実空間において電子と正孔は一対一で束縛しあっているのではなく、常に相互

作用する相手を変えながら対を形成している（すなわち、実空間ではパートナーを特定

できない）。この時、クーロン引力で束縛しあっている電子正孔対は、BCS状態における

クーパー対からの類推より、電子正孔クーパー対と呼ばれる。この電子正孔クーパー対が

形成されることによって半導体中においても超伝導状態と同様にフェルミ面は不安定にな
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り、フェルミ準位近傍（この場合は、電子と正孔を励起後にできた新たなフェルミ準位を

意味し、基底状態のそれではない）に新たなエネルギー状態とエネルギーギャップが形成

される。ここで、1個の電子正孔クーパー対を形成する電子と正孔の間の平均距離は、数

十∼数百Å離れており、電子（正孔）は直近の正孔（電子）と実空間で対を形成している
のではないことに注意すべきである。また、電子正孔クーパー対を形成している電子と正

孔は、クーパー対と同様に逆符号の波数ベクトルを持つが、このことは電子正孔クーパー

対は実空間では対を組むパートナーを特定はできないが、運動量空間では互いに逆方向に

運動するもの同士の結合であることを意味する。なお、励起子BECと電子正孔BCS状態

は、前述の通り励起子モット転移のように急激に転移するのではなく、連続的に移り変わ

る（BCS-BECクロスオーバー）事が理論的に示されているが、このことはクロスオーバ

領域では転移温度より高温で束縛状態が関与していることを意味しており、高温超伝導の

メカニズムと関連している可能性が考えられている10),11)。

励起子 BECと同様、電子正孔 BCS状態も実験的な観測はなされていない。特に後者

については検証を試みた実験すら、現在までの所殆ど行われていない。それは超伝導若し

くはフェルミ原子系と電子正孔系との間の違いによる実験上の困難に起因するであろう。

電子正孔BCS状態の観測を困難している問題、例えば高密度に光励起された系が熱平衡

に達する前に電子正孔対は再結合により消滅してしまうこと、また、試料中のイオン化不

純物による電荷非中性、エネルギーバンドの異方性、電子と正孔の有効質量の差異などは

電子正孔相関を妨げると考えられる。この中で、電子正孔対の短寿命については、近年の

実験技術の進歩により、低温高密度の電子正孔系を保持することが実現されており7)–9)、

問題が克服されつつある。一方、電荷非中性の問題も試料の純度を向上させることによ

り、ある程度は解決できるであろう。しかしながら、エネルギーバンドの異方性、電子と

正孔の有効質量の差異はどうであろうか。ここで、特に構成要素に注目してBCS状態と

電子正孔 BCS状態の相違をまとめた表を表 1.2に示す。クーパー対を構成する電子同士

は、スピンの向きと波数ベクトルが反平行なこと以外は全て同じ性質を持ち、有効質量や

バンドの異方性についての差異は考慮しなくても良い。しかしながら電子正孔クーパー対

を構成する電子と正孔はそれぞれ伝導帯と価電子帯に存在する別種のフェルミオンである

ため、電子正孔間の有効質量差、エネルギーバンドの異方性差は殆どの物質において存在

する。これらのことから電子正孔間の有効質量差、エネルギーバンドの異方性差も電子正

孔BCS状態を不安定にし、観測を困難にしていると予想するのは妥当であろう。

電子正孔BCS状態の観測にはこのように困難な問題が残されているが、これを直接観

測するための手段としては例えば、テラヘルツ（THz）領域の光吸収実験が挙げられる。

電子正孔 BCS状態の秩序変数（電子正孔 BCSエネルギーギャップ）は数meV程度と非

常に小さく、従来の赤外線吸収実験では観測ができなかった。テラヘルツ波は、周波数が
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1012Hz（THz）の遠赤外線領域にある光である。テラヘルツ波の定義は明確にされていな

いが、およそ周波数が 0.1THz～10THzの領域、波長に換算すると 30µ m∼ 3mm、エネル

ギー的には 0.4∼40 meVの領域を指し、光と電波の境界領域にある。テラヘルツ波の光源

には、例えば低温成長GaAs（過剰As雰囲気中で低温成長させたGaAs）やGaAs　 p-i-n

　ダイオードなどが考えられる50),51)。これらの発生素子に数 10fs(1 fs = 10−15)のパルス

幅をもつ近赤外領域の光を照射することで発生する。近・中赤外線より波長が長く低エ

ネルギーのテラヘルツ波の吸収スペクトルを測定することにより、電子正孔BCSエネル

ギーギャップの存在を調べることができると考えられる。また、2つの接合させた半導体

を、位相差のある二本のレーザーでそれぞれ励起することで起こる光ジョセフソン効果に

よる位相差に応じた正弦関数的な光強度の変化を利用して、励起子BEC、電子正孔BCS

を直接観測できるとの理論的な提唱もある49)。

表 1.1: 励起子BECと電子正孔BCS状態の比較
励起子BEC 電子正孔BCS状態

電子正孔対 離れて存在 重なり合っている

構成要素 励起子 電子正孔クーパー対

対の様相 実空間で対を形成 運動量空間で対を形成

秩序変数 凝縮している対の数の割合 電子正孔BCSエネルギーギャップ

表 1.2: BCS状態と電子正孔BCS状態の比較
超伝導 電子正孔BCS状態

構成要素 クーパー対 電子正孔クーパー対

構成要素の演算子 ck↑c−k↓ ckd−k

有効質量差 なし 電子正孔間で存在する

バンド異方性差 なし 電子正孔間で存在する

1.3.3 関連研究：フェルミ原子ガス系におけるBEC-BCSクロスオーバー

1995年に 7LiやNa等のアルカリボーズ原子系で、磁場とレーザーによりトラップされ

レーザーで冷却された極低温の原子ガスにおいてBECが実現された52)–54)。この状態は隣

り合う原子の波動関数が重なり合う程度にまで原子ガスを極低温 (10−6− 10−7[K])に冷却

することで得られた。それ以降、次なる目標としてフェルミ原子系でも同様にBECが起
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こるかどうかが探索され続けてきたが、2004年、40K、6Liに対し、フェルミ原子ガスで

のBEC及びBCS-BECクロスオーバーが達成された55)–58)。この系での対形成の機構は超

伝導や高密度電子正孔系とは異なり、フェッシュバッハ共鳴という現象がその役割を担っ

ている。これは外部磁場の強度がある特定な値に近づくと、原子散乱の際、２原子間の衝

突エネルギーと弱く結合した分子の束縛エネルギーとが殆ど同じになる現象であり、この

共鳴近くで相互作用は非常に強くなる。この方法の特徴は、共鳴を横切るように磁場を制

御する事で原子間の相互作用を変化させ、BECが起こる領域からBCS状態へとフェルミ

原子ガスの状態を制御する事ができる点にあり、これによりBCS－BECクロスオーバー

を実現した。ただし、現在までの所達成できたのはBECからクロスオーバー領域までで

あり、完全なBCS状態は実現されていないと考えられている。この系の研究について特

に注目すべきは、BCS相転移温度がフェルミ温度 (TF = 10−6 − 10−7[K])の 10%を超えて

いることである。これを金属電子系 (TF = 104 − 105[K])の超伝導に対応させると転移温

度 Tcが 1000度以上の超高温超伝導が実現した事になり、高温超伝導のメカニズムの研究

にも大きな影響をもたらすと考えられる。

1.4 研究の目的

本研究の目的は、電子正孔有効質量差とエネルギーバンドの異方性が有限温度において

電子正孔BCS秩序に与える効果を明らかにすることである。具体的には電子正孔有効質

量差やエネルギーバンドの異方性による電子正孔BCS状態-電子正孔プラズマ転移を電子

正孔 BCSエネルギーギャップ方程式を数値的に解くことで調べる。これは超伝導におい

てBCS状態-常伝導転移を調べることに対応する。

1.3.2で説明したように、半導体中のエネルギーバンドの異方性、電子正孔有効質量差

は電子正孔BCS状態に大きな影響を与えると考えられるため、これに関する問題は理論、

実験の両面において非常に重要である。現在までの所、まず 1966年にKopaevによって

半金属－絶縁体相転移について有効質量の異方性と電子正孔有効質量差をぞれぞれ別個

に扱った定性的な研究が行われた59)。また、エネルギーバンドの異方性については 1967

年、Zittartzによって異方性を持った系に対して、半金属－ Excitonic Phase間の相転移

に関する定性的な解析が行われた60)。また、Contiらによって61)、エピタキシャルに育成

されたAlAs/GaAs二重量子井戸を考え、現象論的な電子正孔間相互作用やエネルギーバ

ンド構造を用いて伝導帯と価電子帯の非対称性を扱った研究がある。Contiらはこの研究

において、一軸性の圧力を試料に加えることによって電子正孔BCS状態への転移温度を

上昇させることができると考えた。

以上のことから、電子正孔有効質量差やエネルギーバンドの異方性は電子正孔BCS状
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態に大きな影響を及ぼすと考えられる。これらの問題に対して定量的な研究はこれまで行

われていない。しかしながら、高密度電子正孔多体系を利用した研究開発にはこれらの問

題に対する理解が不可欠である。

1.5 本論文の構成

本論文は以下の様な構成を取る。第 2章において定式化を行い電子正孔BCSエネルギー

ギャップ方程式等を導出する。第 3章では電子正孔 BCS状態を特徴付ける基本的な物理

量についての数値計算の結果と考察を示した後、電子正孔有効質量差、エネルギーバンド

の異方性及び電荷非中性が電子正孔BCS状態に及ぼす効果についての数値計算の結果と

考察を示した。また、最後に電子正孔励起による有効質量の変化についても触れた。第 4

章では本研究の結論と今後の課題を述べた。
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第2章 定式化

2.1 緒言

定式化の出発点となるハミルトニアンとして、スピン自由度及びバンドの縮退は無視

したスピンレス 2バンドハミルトニアン（Spin-less two band Hamiltonian）を用いた1)。

ここで、単一の励起子分子を取り扱った研究では、スピン自由度は常に考慮されている

が2)、現在我々が扱っている多体系の問題においてさらにスピン自由度を含むことは、計

算を極めて煩雑にする。それゆえ我々は議論を電子正孔有効質量差とエネルギーバンドの

異方性が電子正孔BCS状態にどのような影響を及ぼすかに絞むことで数値計算を可能に

する。なお、Cu2Oのように励起子分子を形成しない物質を考えた場合には、スピンレス

モデルで正確に状態を記述できる。

このハミルトニアンをボゴリューボフ（Bogoliubov）変換し、有限温度におけるハート

リー・フォック近似（Hartree-Fock）近似を用いて、電子正孔BCS状態の秩序変数を与え

る電子正孔BCSエネルギーギャップ方程式等を導出する。ハミルトニアンの対角化はBCS

形の平均場近似に基づいた。電荷同士のクーロン相互作用は準静的乱雑位相近似に基づい

た準静的遮蔽クーロンポテンシャル（Quasi Static Screened Coulomb Potential）を用い

た。これは電子正孔対が高密度の場合において有効な近似である3)。

ここで、平均場近似において電子正孔 BCSエネルギーギャップを評価することは、電

子正孔BCS状態と電子正孔プラズマ間の転移を調べることであり、これが本定式化の適

用範囲であることに注意するべきである。つまり、励起子BEC-電子正孔BCS状態間のク

ロスオーバーや励起子ガス-電子正孔プラズマ間の転移（励起子Mott転移）については、

本定式化の適用範囲外である。

2.2 電子正孔ハミルトニアンの第二量子化表示

シュレーディンガー (Schrödinger)表示のハミルトニアンから、半導体中の電子正孔系

のスピンレス 2バンドハミルトニアンの第二量子化表示を導出する4)。電子に対するシュ
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レーディンガー方程式のハミルトニアンを

H = T + V, (2.1)

T =
N∑
i

f(ri)(運動エネルギー), (2.2)

V =
1

2

N∑

i6=j

v(ri, rj)(ポテンシャルエネルギー). (2.3)

と表す。ここで f(ri)は一体の演算子、v(ri, rj)は二粒子系の演算子である。これらを第

二量子化するために、場の演算子

ψ̂(r) ≡
N∑
i

ϕi(r)ai, ψ̂†(r) ≡
N∑
i

ϕ∗i (r)a
†
i (2.4)

を定義する。ここで a
(†)
i は電子の消滅（生成）演算子、ϕ(ri)は完全規格直交基底である。

ここで、この生成・消滅演算子に対する真空は、全ての aiに対して

ai|0〉 = 0

である状態をいう。f, vの第二量子化された演算子 f̂ , v̂は

f̂ =

∫
dr

∑
i

ϕ†i (r)a
†
if

N∑
j

ϕj(r)aj

=
∑
i,j

∫
drϕ†i (r)fϕj(r)a

†
iaj

=
∑
i,j

〈ϕi|f |ϕj〉a†iaj

=
∑
i,j

fija
†
iaj (2.5)

と表される。ただし

fij ≡ 〈ϕi|f |ϕj〉

である。同様に

v̂ =
1

2

∑

ijkl

∫∫
dr1dr2ϕ

∗
i (r1)ϕ

∗
j(r2)v(r1, r2)ϕk(r2)ϕl(r1)a

†
ia
†
jalak

=
1

2

∑

ijkl

〈ϕiϕj|v(r1, r2)|ϕkϕl〉a†ia†jalak

=
1

2

∑

ijkl

vijkla
†
ia
†
jalak (2.6)
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となる。ここで

vijkl ≡ 〈ϕiϕj|v(r1, r2)|ϕkϕl〉

である。以上より

Ĥ =
∑

ij

fija
†
iaj +

1

2

∑

ijkl

vijkla
†
ia
†
jalak (2.7)

次に、運動エネルギーとポテンシャルエネルギーを求める。ここで

H =
N∑
i

p2
i

2m
+

e2

2

N∑

i6=j

1

|ri − rj| (2.8)

である。また、周期的境界条件を用いると、波動関数 ϕi(r)は次の様に平面波で与えら

れる。

ϕi(r) = V − 1
2 eiki·r (2.9)

V は系の体積である。これらより、運動エネルギーの項は

〈k1|T |k2〉 = (2mV )−1

∫
d3r e−ik1·r(−~2∇2)eik2·r

=
~2k2

2

2mV

∫
d3rei(k2−k1)·r

=
~2k2

2

2m
δk1,k2

(∫
d3rei(k2−k1)·r = V δk1,k2

)
(2.10)

であるから

T̂ =
∑

k

~2k2

2m
a†kak (2.11)

となる。一方、ポテンシャルエネルギーの項は

〈k1k2|V |k3k4〉 =
e2

V 2

∫∫
d3r1d

3r2 e−ik1·r1e−ik2·r2
1

|r1 − r2| eik3·r1eik4·r2

x = r2, r = r1 − r2と変数変換すると

=
e2

V 2

∫
d3x e−i(k1+k2−k3−k4)·x

∫
d3r ei(k3−k1)·r1

r
(2.12)

=
e2

V

4π

(k1 − k3)
2 + η2

δr1+r2,r3+r4 (2.13)

となる。(2.12)式から (2.13)式を導くに際し、収束因子 e−ηrを導入し次のような計算を

行った。ηは計算の最終段階で η → 0とするが、このとき V →∞を行ってから η → 0と
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する（すなわち η−1 ¿ V）。これは、中性のバルクを扱う場合、系の大きさを無限大にす

る熱力学的極限をとったとしても、(2.8)式はクーロンポテンシャルの長距離効果にもと

づく発散はしないからである。(2.12)式において積分部分は

∫
d3r ei(k3−k1)·re−ηr 1

r
=

∫
r2dr

∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφei|k3−k1|r cos θe−ηr 1

r

= 2π

∫
rdr

∫ π

0

dθ sin θei|k3−k1|r cos θe−ηr 1

r

= 2π

∫
rdr

1

i |k3 − k1| r
[−ei|k3−k1|r cos θ

]π

0
e−ηr

= 2π

∫
dr

1

i |k3 − k1|
(
ei|k3−k1|r − e−i|k3−k1|r) e−ηr

= 2π
1

i|k3 − k1|
[

e(i|k3−k1|−η)r

i|k3 − k1| − η
+

e−(i|k3−k1|+η)r

i|k3 − k1|+ η

]∞

0

= − 2π

i|k3 − k1|
(

1

i|k3 − k1| − η
+

1

i|k3 − k1|+ η

)

=
4π

(k3 − k1)2 + η2
(2.14)

となる。(2.11)、(2.14)式より、全ハミルトニアンは

Ĥ =
∑

k

~2k2

2m
a†kak +

1

2

e2

V

∑

k1···k4

δk1+k2,k3+k4

4π

(k3 − k1)2 + η2
a†k1

a†k2
ak4ak3 (2.15)

となる。運動量の保存（k1 + k2,k3 + k4）を考慮して、次の様に変数を変換する

k1 = k + q, k3 = k (2.16)

k2 = k′ − q, k4 = k′ (2.17)

これにより、(2.15)式の右辺第二項は、

e2

2V

∑

kk′q

4π

q2 + η2
a†k+qa

†
k′−qak′ak (2.18)

となる。ここで、(2.18)式を q 6= 0と q = 0の二つの項

e2

2V

∑

kk′q 6=0

4π

q2 + η2
a†k+qa

†
k′−qak′ak +

e2

2V

∑

kk′

4π

η2
a†ka

†
k′ak′ak (2.19)

に分ける。この式の第二項の和は、反交換関係を用いて、

e2

2V

4π

η2

∑

kk′
a†kak(a

†
k′ak′ − δkk′) =

e2

2V

4π

η2
(N̂2 − N̂) (2.20)
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と書き直される。ここで、系の粒子数の演算子を N̂ として、N̂ =
∑

k a†kakの関係を用い

た。結局この項は以下の解析に対して、エネルギーの原点をずらす事にだけ寄与する。ま

た、特に V →∞としたとき、零になる。(2.18)式から q = 0の場合を除外することは理

にかなっていることがわかる。収束因子 ηを η → 0とした全ハミルトニアンは

Ĥ =
∑

k

~2k2

2m
a†kak +

e2

2V

∑

kk′q6=0

4π

q2
a†k+qa

†
k′−qak′ak (2.21)

である。これを 2バンドモデルへと拡張する。まず、全ハミルトニアン Ĥtotal

Ĥtotal = Ĥc + Ĥv + Ĥint (2.22)

を定義する。ここで Ĥc, Ĥvはそれぞれ伝導帯と価電子帯の電子の運動エネルギーに対す

る項であり、Ĥintは相互作用に起因する項である。Ĥc, Ĥvは (2.11)式から

Ĥc =
∑

k

εc,ka
†
c,kac,k

Ĥv =
∑

k

εv,ka
†
v,kav,k (2.23)

となる。ここで

εc,k =
~2k2

2mc

+ Eg, εv,k = −~
2k2

2mv

(2.24)

である。価電子帯を添え字 v、伝導帯を添え字 cで表した。(2.24)式において、mc,mvは

それぞれ伝導帯と価電子帯の電子の有効質量、Eg はエネルギーギャップを表す。有効質

量は、有効質量近似により

1

mc(v)

=
1

~2

d2ξ
c(v)
k

dk2
(2.25)

と定義される5)。ここで ξc
k, ξ

v
k はそれぞれ伝導帯と価電子帯のエネルギー分散である。ま

た、非等方的なエネルギー分散の場合、逆有効質量テンソルの成分は、x, yを直交座標の

成分として
(

1

mc(v)

)

x,y

=
1

~2

d2ξ
c(v)
kx,ky

dkxdky

(2.26)

と与えられる。次に、Ĥintを得るために、(2.4)式を

ψ̂(r) ≡
N∑
i

ϕc,i(r)ac,i +
N∑
i

ϕv,i(r)av,i (2.27)

ψ̂†(r) ≡
N∑
i

ϕ∗c,i(r)a
†
c,i +

N∑
i

ϕ∗v,i(r)a
†
v,i (2.28)
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と書き換える。(2.6)式と同様に

Ĥint =
1

2

∑

ijkl

vijkl

(
2a†c,ia

†
v,jav,lac,k + a†c,ia

†
c,jac,lac,k + a†v,ia

†
v,jav,lav,k

)
(2.29)

である。ここで、(2.29)式右辺には生成消滅演算子が、全部 c(v)からなる項と、cと vの

組み合わせが 2組現れる項が現れている。前者は伝導帯（価電子帯）の電子同士の相互作

用であり、後者は伝導帯の電子と価電子帯の電子の間の相互作用を意味する。しかしなが

ら、実際に (2.27)、(2.28)から (2.6)式と同様の計算をすると、例えば c, v, v, vなどのよう

な組み合わせも現れる。これは伝導帯と価電子帯の間の電子の飛び移りが存在することを

意味しているが、このような相互作用は半導体のエネルギーバンドギャップが大きい場合

には殆ど起こらないので、本研究では無視する。(2.29)式は (2.21)式を導いた時と同じ手

順により

Ĥint =
1

2

∑

kk′q6=0

Vqa
†
c,k+qa

†
v,k′−qav,k′ac,k (2.30)

となる。ここで

Vq =
4πe2

q2
(2.31)

である。以上より、全ハミルトニアンは

Ĥtotal =
∑

k

εc,ka
†
c,kac,k +

∑

k

εv,ka
†
v,kav,k + V̂ (2.32)

となる。ここで V̂ を

V̂ ≡ 1

2

∑

kk′q6=0

Vq(a
†
c,k+qa

†
c,k′−qac,k′ac,k + a†v,k+qa

†
v,k′−qav,k′av,k

+2a†c,k+qa
†
v,k′−qav,k′ac,k) (2.33)

と定義した。今、真空として

| 〉 ≡ a†v,1a
†
v,2 · · · a†v,N |0〉 (2.34)

を採用した場合、(2.27)、(2.28)式における生成・消滅演算子に対して

bc,i = ac,i, bv,i = a†v,i (2.35)

で bc,i, bv,iを定義すると、任意の iに対して b(c)v,i| 〉 = 0になるから b(c)v,iが消滅演算子に

なる。そこで、b(c)v,iを、次の様に電子と正孔の演算子に置き換える。

bc,k → ck (電子)

bv,k → d−k (正孔) (2.36)
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これを、(2.32)、(2.33)式に代入すると

Ĥ =
∑

k

εc,kc
†
kck −

∑

k

εv,kd
†
−kd−k + V̂ (2.37)

V̂ =
1

2

∑

kk′q 6=0

Vq(c
†
k+qc

†
k′−qck′ck + d−(k+q)d−(k′−q)d

†
−k′d

†
−k

+2c†k+qd−(k′−q)d
†
−k′ck) (2.38)

となる。(2.38)式の右辺第二項はフェルミオンの反交換関係を使って、

d−(k+q)d−(k′−q)d
†
−k′d

†
−k = −δ−(k+q),−k′δ−k,−(k′−q) + δ−(k+q),−k′d

†
−kd−(k′−q)

+δ−k,−(k′−q)d
†
−k′d−(k+q) − d†−k′d−(k+q)d

†
−kd−(k′−q)(2.39)

と書き換えられる。ここで、V (q) = V (−q)であることから、系は k,qの符号の反転に対

して対称である。このため (2.38)式は、和において、k,k′,qの符号の反転に対して不変

であるので、(2.39)式は結局

−δk+q,k′δk,k′−q + δk+q,k′d
†
kdk′−q

+δk,k′−qd
†
k′dk+q − d†k′dk+qd

†
kdk′−q (2.40)

となる。ここで k + q = k′の場合は

δk+q,k′δk,k′−q = −1

δk+q,k′d
†
kdk′−q = d†kdk

−δk,k′−qd
†
k′dk+q = d†k′dk′

d†k′dk+qd
†
kdk′−q = −d†k′dkd

†
k+qdk′−q (2.41)

であり、k′ = K + q,k = K′ − qとおきかえると

d†K+qd
†
K′−qdK′dK (2.42)

となる。以上より（2.39）式は

−1 + 2d†kdk + d†K+qd
†
K′−qdK′dK (2.43)

また、(2.38)式右辺第三項は

2c†k+qd−(k′−q)d
†
−k′ck = −2c†k+qd

†
−k′d−(k′−q)ck (2.44)

と書き換えられる。上と同様に、−k′ = K′ − qと置き換え、その後K′を k′と置き換え

ると

−2c†k+qd
†
k′−qdk′ck (2.45)
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となる。以上より (2.32)式は

Ĥ =
∑

k

εc,kc
†
kck −

∑

k

εv,kd
†
−kd−k

+
1

2

∑

kk′q6=0

Vq

(
c†k+qc

†
k′−qck′ck + d†k+qd

†
k′−qdk′dk − 2c†k+qdk′−qd

†
k′ck

)

+
∑

kq6=0

Vqd
†
kdk − 1

2

∑

q 6=0

Vq

(2.46)

であるが、右辺第五項は定数として扱えるのでこれを省略すると、結局ハミルトニアン

∑

k

(
εe,kc

†
kck + εh,kd

†
−kd−k

)

+
1

2

∑

kk′q 6=0

Vq

(
c†k+qc

†
k′−qck′ck + d†k+qd

†
k′−qdk′dk − 2c†k+qdk′−qd

†
k′ck

)
(2.47)

となる。ここで

εe,k = εc,k

εh,k = −εv,k +
∑

q 6=0

Vq

(2.48)

とした。また、mc = me,mh = −mvすると εe,k, εh,kは

εc,k =
~2k2

2me

+ Eg, εv,k =
~2k2

2mh

+
∑

k′q6=0

Vq (2.49)

である。

2.3 電子正孔BCSエネルギーギャップ方程式の導出

前節より、3次元の電子正孔系ハミルトニアンは

H = H0 + Hee + Hhh + Heh (2.50)

H0 =
∑

k

[ξe
kc
†
kck + ξh

kd†−kd−k] (2.51)
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Hee + Hhh =
1

2

∑

k,k′,q

Vq(c
†
k+qc

†
k′−qck′ck + d†k+qd

†
k′−qdk′dk) (2.52)

Heh = −
∑

k,k′,q

Vq(c
†
k+qckd

†
k′−qdk′) (2.53)

ξ
e(h)
k =

~2

2

(
k2

l

mel(hl)

+
k2

t

met(ht)

)
− µe(h) (2.54)

と与えられる。ここで ck(c
†
k)と dk(d

†
k)はそれぞれ電子と正孔の消滅（生成）演算子であ

り、µe(h) は電子（正孔）の化学ポテンシャルである。また、電子（正孔）のエネルギー

ξ
e(h)
k には一軸性の異方性を考慮した。mel(hl)は電子（正孔）の l(= z)方向の有効質量、

met(ht)は電子（正孔）の t(= x, y)方向の有効質量を意味する。

Vqは非遮蔽のクーロンポテンシャルであり、3次元の場合は

Vq =
4πe2

ε0q2
(q 6= 0) (2.55)

である。ここで、ε0非励起状態の結晶の誘電率である。また、q =
√

k2
t + k2

l である。こ

れはクーロンポテンシャルを実空間直交座標から波数空間直交座標へフーリエ変換するこ

とで得られる。詳しくは付録Aで述べる。

次にハミルトニアンをボゴリューボフ（Bogoliubov）変換

ck = ukαk + vkβ
†
−k, d−k = ukβ−k − vkα

†
k (2.56)

α†k = ukc
†
k − vkdk、 β−k = ukd

†
−k + vkck (2.57)

をする。ここで、ボゴリューボフ準粒子の消滅（生成）演算子α
(†)
k , β

(†)
−kを導入した。uk, vk

は変分パラメータであり、u2
k + v2

k = 1の条件に従う。これをハミルトニアンに代入して

整理すると

H = H0 + H1 + H2 (2.58)

H0 =
∑

k

[(
ξe
k + ξh

k

)
v2
k − Vk−k′

{
v2
kv

2
k′ + (vu)k(vu)k′

}]
(2.59)

H1 =
∑

k,k′
Vk−k′

[{
v2
k′(v

2
k − u2

k) + 2(uv)k′(uv)k
}
(α†kαk + β†−kβ−k)

+
{
(uv)k′(v

2
k − u2

k) + 2v2
k′(uv)k

}
(α†kβ

†
k + β−kαk)

]

+
∑

k

[(ξe
ku

2
k − ξh

kv2
k)α

†
kαk − (ξe

kv
2
k − ξh

ku2
k)β

†
kβk

+ (ξe
k − ξh

k)ukvk(α
†
kβ

†
−k + β−kαk)] (2.60)
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H2 =
∑

k,k′
Vk−k′

[
(vk′uk − uk′vk)

2α†k′αk′β
†
−kβ−k − (uk′uk + vk′vk)

2α†k′β
†
−k′β−kαk

+
{
(uk′vk)

2 − (uv)k(uv)k′
}
(α†k′β

†
−k′α

†
kβ

†
−k + β−k′αk′β−kαk)

+
{
(uv)k(v

2
k′ − u2

k′)− (uv)k′(v
2
k − u2

k)
}
(α†k′αk′ + β†−k′β−k′)(α

†
kβ

†
−k + β−kαk)

− 1

2
(vk′vk + uk′uk)

2(α†k′αk′α
†
kαk + β†−k′β−k′β

†
−kβ−k)

]
(2.61)

となる。

BCS型の超伝導では、常伝導から超伝導への相転移において、フェルミ準位近傍にエネ

ルギーギャップができる。これはBCSエネルギーギャップと呼ばれ、超伝導の秩序変数と

して考えられる。これは半導体や絶縁体中の、伝導体と価電子帯の間のエネルギーギャッ

プとは異なるものであり、今考えている半導体中の電子正孔系においては特に注意して区

別しなくてはならない。

ボゴリューボフ変換したハミルトニアンにBCS的平均場近似を適用して電子正孔BCS

エネルギーギャップ方程式を導出する。このとき、現在考えている系が真性半導体である

ため、（励起された）電子と正孔の数が等しいという条件（電荷中性条件）を課する。

我々は有限温度でのハートリー・フォック（Hartree-Fock）近似を用いる。まず、適当

なハミルトミアン H̃を仮定して、自由エネルギー

G[ρ̃] = Tr(ρ̃H)− kBTTr(ρ̃ ln ρ̃). (2.62)

を最小にするように H̃を決める。この時その最小値は真の自由エネルギーの値に一致し、

この近似の中では最良の H̃を選んだことになる。ここで、統計演算子 ρ

ρ̃ = exp
[
− H̃

kBT

]/
Z̃, Z̃ = Tr

[
exp

[
− H̃

kBT

]]
. (2.63)

を導入した。次に、H̃を

H̃ =
∑

k

(eα
kα†kαk + eβ

kβ
†
−kβ−k) (2.64)

とする。ここで、e
α(β)
k はボゴリューボフ準粒子α(β)を一個生成為に要するエネルギーで

ある。以下の解析では、Aの期待値を 〈A〉 = Tr{ρ̃A}と表す。これより、ボゴリューボフ
準粒子αと βの分布関数は

〈α†kαk〉 = fα
k , 〈β†−kβ−k〉 = fβ

k (2.65)

f
α(β)
k =

1

ee
α(β)
k /kBT + 1

. (2.66)

27



で与えられる。(2.65)式において、我々は平均場近似を用いた。これはある一つの電荷が

他の電荷から受ける相互作用の全てをその平均値で置き換えることができるような高密度

に対して適用できる。式の上ではボゴリューボフ変換後のハミルトニアン (2.60)、(2.61)

式において、α†kαkと β†−kβ−kのように、同じ運動量をもつ同士の組み合わせのみを残せ

ばよい。しかしながら低密度の場合は、位相の揺らぎにより α†kαk′ (k 6= k′)の様に別の

運動量の電荷同士の組み合わせも考慮する必要がある。さらにこの場合、相互作用する

電荷の相対運動だけでなく、対の重心運動も重要になる。また、平均場近似においても、

k 6= k′の組み合わせを考える場合がある。また、例えばCDWは kと k±Qのの結合（Q

は電子と相互作用するフォノンの波数ベクトル）である。〈H〉は

〈H〉 =
∑

k,k′

[(
ξe
k + ξh

k

)
v2
k + (ξe

ku
2
k − ξh

kv2
k)f

α
k − (ξe

kv
2
k − ξh

ku2
k)f

β
k

]

+
∑

k,k′
Vk−k′

[{
v2
k′(v

2
k − u2

k) + 2(uv)k′(uv)k
}
(fα

k + fβ
k )

+ (vk′uk − uk′vk)
2fα

k′f
β
k −

1

2
(vk′vk + uk′uk)

2(fα
k fα

k′ + fβ
k′f

β
k )

− {
v2
kv

2
k′ + (vu)k(vu)k′

}]
(2.67)

となる。〈H̃〉は

〈H̃〉 =
∑

k

(eα
kfα

k + eβ
kf

β
k ) (2.68)

と計算できる。電荷中性条件は、

∑

k

ne
k =

∑

k

nh
k

−→
∑

k

(ne
k − nh

k) =
∑

k

(fα
k − fβ

k ) = 0 (2.69)

で与えられる。Gを最小にするような uk, vk, e
α
k, eβ

kを求めると、

u2
k =

1

2

(
1 +

ζk

Ek

)
, v2

k =
1

2

(
1− ζk

Ek

)
, (2.70)

eα
k =

1

2
(Ek + δζk) , eβ

k =
1

2
(Ek − δζk) . (2.71)

が得られる。(2.70)、(2.71)式中に新たに出てきた量は以下の方程式で定義される。バン

ドギャップの再規格化の効果を含んだバンドの分散（電子正孔対のエネルギー）ζkは

ζk =
~2

2

[(
1

mel

+
1

mhl

)
k2

l +

(
1

met

+
1

mht

)
k2

t

]
− 2

∑

k′
Vk−k′nk′ − µ, (2.72)
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であり、電子と正孔の分散の差（すなわち電子と正孔の有効質量が等しい状態からの ζk

のずれ）は

δζk =
~2

2

[(
1

mel

− 1

mhl

)
k2

l +

(
1

met

− 1

mht

)
k2

t

]

+
∑

k′
Vk−k′(f

β
k′ − fα

k′)− δµ, (2.73)

となる。また、電子正孔BCSエネルギーギャップ方程式は

∆k =
∑

k′
Vk−k′

∆k′

Ek′
(1− fα

k′ − fβ
k′). (2.74)

で与えられる。ここで、µ ≡ µe+µh は電子正孔対の化学ポテンシャルであり、δµ ≡ µe−µh

は電子と正孔の化学ポテンシャルの差である。 また、nk は

nk =
1

2
(ne

k + nh
k) =

1

2
− ζk

2Ek

(1− fα
k − fβ

k ), (2.75)

で与えられる電子正孔対の数であり、ne
k ≡ 〈c†kck〉、nh

k ≡ 〈d†kdk〉である。また、Ek

Ek =
√

∆2
k + ζ2

k. (2.76)

はボゴリューボフ準粒子対のエネルギーである。(2.64)式に (2.73)式を代入すると

H̃ =
∑

k

[
1

2
(Ek + δζk)α

†
kαk +

1

2
(Ek − δζk)β

†
−kβ−k

]
(2.77)

となるから、e
α(β)
k はそれぞれ、ボゴリューボフ準粒子 α, βを一つ生成するのに必要なエ

ネルギーであることがわかる。

次に、電子正孔対の相対運動を記述する波動関数を

ψk ≡ 〈ckd−k〉 =
∆k

2Ek

(1− fα
k − fβ

k ) (2.78)

と定義する。これと (2.72)、(2.74)式より
(

ξe
k + ξh

k − 2
∑

k′
Vk−k′nk′

)
ψk = (1− 2nk)

∑

k′
Vk−k′ψk (2.79)

が得られる。nk → 0の低密度極限では (2.79)式は励起子の相対運動を記述するワニエ

（Wannier）方程式と一致する。このことから、電子正孔対の相対運動については高密度

だけでなく低密度においても平均場近似を適用することができることが確認できる。
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2.4 クーロンポテンシャルの遮蔽効果

次に、上で導出された式に単一プラズモン・ポール近似近似 (single-plasmon-pole ap-

proximation)を用いた準静的乱雑位相近似 (quasistatic random-phase approximation)3)に

よるプラズマ遮蔽効果を取り入れる。これは高密度に励起された状態で、CuClと ZnOの

バンドギャップ再規格化の実験値を定量的に説明する事が出来る7)。準静的遮蔽クーロン

ポテンシャル（quasistatically screened Coulomb potential）V s
k は

V s
k−k′ = Vk−k′{1 + 2χk−k′(−Ek − Ek′)}, (2.80)

である。幾つかの電荷が存在するとき、その間に働くクーロン相互作用には本来時間遅

延があり、これは動的遮蔽効果と呼ばれる。一方、時間遅延を全く考えない場合は静的遮

蔽効果と呼ばれる。動的遮蔽効果の場合、部分遮蔽関数 (partial screening function)χk(ω)

は積分方程式の形で与えられる。一方準静的近似では、動的遮蔽におけるχk(ω)の積分変

数を波数に依存すると近似する。これは平均場近似が適用できるような高密度において有

効な近似法である。準静的近似の場合 χk(ω) は

χk(ω) =
ω2

pl

2ωk

(
1

ω − ωk

)
(2.81)

で定義される3)。ここで、ωpl = [4πne2/(ε0m
∗)]1/2はプラズマ振動数であり、n = V −1

∑
k nk

は、電子正孔対の密度であり、m∗ = memh/(me + mh)は電子正孔対の換算質量である。

電子と正孔の光学的有効質量はそれぞれm−1
e(h) = (2m−1

et(ht) + m−1
el(hl))/3と定義される。3次

元の有効プラズマ振動数 ωkは

[~ωk]
2 = [~ωpl]

2

(
1 +

k2

k2
TF

)
+ G2

eff , (2.82)

である。この式の導出は、付録Bで詳しく解説する。ここで、kTFはトーマス・フェルミ

（Thomas-Fermi）波数、

kTF =

[
4(me + mh)e

2

πε0~2

]1/2

(6π2n)1/6, (2.83)

である。ここで

Geff = minkEk (2.84)

はボゴリューボフ準粒子対のエネルギーの最小値である。動的遮蔽効果の場合では一意

的には決まらない χk(ω)における積分変数を、ωkと置き換えたのが準静的近似の特徴で

ある。
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クーロン・ホール効果（Coulomb-hole effect）を取り入れるために、 (2.72)、(2.73)、

(2.74)式で Vkを V s
k に置き換える

3), 6)。(2.72)の右辺第二項は

−2
∑

k′
V s

k−k′nk′ → −2
∑

k′
V s

k−k′nk′ +
∑

k′
[V s

k′ − Vk′ ]. (2.85)

で置き換えられる。(2.85)式の右辺第一項は電子正孔対の交換エネルギー、また第二項は

電子正孔対のクーロン・ホールエネルギー（Coulomb-hole energy）であり、電子同士、正

孔同士の斥力に起因する。これらはバンドギャップの縮小を引き起こし、再規格化（band

gap renormalization）の原因となる。1)。

結局、(2.72)、(2.73)、(2.74)式は遮蔽効果を取り入れる事によって、

ζk =
~2

2

[(
1

mel

+
1

mhl

)
k2

l +

(
1

met

+
1

mht

)
k2

t

]
− 2

∑

k′
V s

k−k′nk′

+
∑

k′
[V s

k′ − Vk′ ]− µ, (2.86)

δζk =
~2

2

[(
1

mel

− 1

mhl

)
k2

l +

(
1

met

− 1

mht

)
k2

t

]

+
∑

k′
V s

k−k′(f
β
k′ − fα

k′)− δµ, (2.87)

∆k =
∑

k′
V s

k−k′
∆k′

Ek′
(1− fα

k′ − fβ
k′) (2.88)

と書きなおされる。
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第3章 結果と考察

3.1 計算方法

本節では、数値計算用に開発したプログラムコードとそれらを用いた計算の手順及び、

計算環境について説明する。

数値計算を開始する段階で、次のパラメータを設定する。空間は 3次元である。長さ、

エネルギーはそれぞれ励起子のボーア半径 (aB)、励起子の束縛エネルギー (EB)で無次元

化した。

(1) 電子正孔対の化学ポテンシャル（計算を通じて電子正孔対密度を決める）

(2) 温度

(3) 電子と正孔の有効質量比、有効質量の異方性

(4) δµの変域

(5) カットオフ波数（積分の上限を決める。適当の値から増やして行き、結果が変動しな

くなった設定値を採用する）

(6) 分点（これにより積分の精度が決まる。設定の方針は (2)と同様である）

(7) 収束条件（適当な値から減らして計算を行い、解が変動しなくなったときの値を用

いる）

これらの設定値と適当な試行関数を (2.86)、(2.87)、(2.88)式に代入し計算を行う。得ら

れた解と試行関数を比較し、収束条件を満たせばそれを収束解とし、満たさなければ新た

な試行関数として自己無撞着な解が得られるまで計算を繰り返す。また、計算毎にクーロ

ンポテンシャルの遮蔽効果により生じるバンドギャップの再規格化を計算し、考慮に入れ

た。バンドギャップ再規格化の効果 δEgは

δEg = Eg + ζk=0 + µ (3.1)

で与えられる。
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3.2 開発コード

開発コードは有効質量比・有限温度効果計算用コードと異方性効果計算用コードに大別

される。以下簡単に説明する。

3.2.1 3次元電子正孔有効質量差・有限温度効果計算用コード

本コードの特徴は、電子と正孔の有効質量が非等値（有効質量比が 1以外の値をとる）

の場合に計算が必要となる (2.87)式を任意の有効質量比について電荷中性条件の下で解

くことで、電子正孔有効質量差の効果について定量的で詳細な解析を行う事ができる点に

ある1)。このコードではバンドは等方的な場合に限定され、異方性は考慮されていない。

電子正孔有効質量差は、正孔と電子の有効質量比 (σ)としてパラメータで与えられる。

数値計算上では電子と正孔の電荷が等しくなる δµを決定するが、この際 δµの変域を

有限な数の点（数万点）で一定範囲に区切り、それぞれについて電荷中性条件を課し、最

適な値を決める。また、電子正孔BCS 秩序の温度依存性について詳細に調べられた例は

未だないが2)、本コードは有効質量比の効果と同時に計算できる。

3.2.2 3次元バンド異方性効果計算用コード

本コードは有効質量比・有限温度効果計算用コードの機能に加え、エネルギーバンド異

方性（有効質量の異方性）の効果を計算できる。有効質量の異方性はmx = my 6= mzと

して（mの添え字はそれぞれ x, y, z方向の電子正孔対の換算質量を意味する）、3次元空

間を l方向 (Longitudinal、z方向)、t方向（Transvers、x, y方向）に分け、それぞれの方

向についての有効質量比 (mhl(el)/mht(et),mhl(ht)/mel(et))の形で、パラメータとして与える

ことで、バンド異方性効果について定量的な解析を行える3),4)。

3.3 計算環境

数値計算は主に日本原子力研究所 関西研究所の HP(旧 Compaq)製 AlphaServerSCシ

リーズスーパーコンピュータである超並列計算機システム (以下：MPPシステム)で行っ

た。MPP システムは、高性能スカラー型並列スーパーコンピュータであり、227 台の

AlphaServerES40-4を高速なシステムインターコネクトにより結合し構成されている。

MPPシステムのAlphaServerES40-4(以下 ES40-4)の特徴を以下に列挙する5)

(1) 高速最新Alpha CPUであるAlpha21264 833MHzを 1ノードあたり 4CPU搭載
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(2) 共有メモリ型 SMP機

(3) 1CPUで 1.666GFlops、4CPUで約 6.65 GFlopsの総理論演算性能

(4) グラフィックノード、データサーバ等それぞれの用途に合わせ 8GByte～32GByteの

メモリを搭載

(5) 全ノードを、高速システムインターコネクトスイッチ”QSW”に接続

MPPシステムは、デバック、小・中規模計算用の「開発計算環境」と大規模計算用の

「超並列計算環境」から構成されている。開発計算環境のジョブクラスは合計 14ノード、

56CPU,メモリ 224GByte、超並列計算環境は 180ノード、720CPU、メモリ 1440GByte

で構成される。計算は各CPUに 1つずつジョブを実行させることで、並列計算機全体で

複数のジョブを同時実行させるいわゆるジョブ並列方式で行った。この際、全CPUから

同時にホームディレクトリーサーバー（開発、超並列計算環境とも 1ノード）に結果を排

出させると計算速度が著しく劣化するため（特に超並列環境）、開発に 2ノード、超並列

に 20ノード用意されているデータサーバのワークディレクトリーに分散して排出させた。

3.4 緒言

本節では、半導体中の巨視的量子状態を表す基本的な物理量や性質について解説する。

また、付録Cでは、Iidaらによって理論的に予測された定常光により励起した状態におけ

るで励起子BEC相と電子正孔BCS相の間の光双安定性を紹介する2), 6)。以下の解析では

Bohr半径で規格化された平均対間距離 rs = (4πn/3)−1/3を電子正孔対の密度の尺度とす

る。化学ポテンシャルを変化させる事により電子正孔対密度を変化させ、rs = 0.5,∼ 10

の場合について、ボゴリューボフ準粒子対生成エネルギーEk、電子正孔対の相対運動の

波動関数 ψk、電子正孔BCSエネルギーギャップ∆k、変分パラメータ u2
k, v

2
kを計算した。

なお、本節では簡単のために T = 0であり、なおかつmh/me = 1（電子と正孔の有効質

量が同値）、ml/mt = 1（バンドが等方的）に限定し計算した結果を示す。化学ポテンシャ

ルと rs等を表 (3.1)にまとめた。ここで kminはminkEkを与える波数であり、(2.84)式で

定義した通り、Geff = minkEkである。表中の記号 (a)∼(g)は図中の記号に対応する。

3.4.1 ボゴリューボフ準粒子対エネルギー

まず、(2.76)式で定義されたボゴリューボフ準粒子対のエネルギーの分散を図 (3.1)に

示す。(a)の分散は殆ど放物線状の形をしており、Geff は k = 0近傍に存在し、その値は
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表 3.1: 各種パラメータ
µ rs kmin Geff

(a) -0.89 10.00 0.24 0.99

(b) 0.67 3.00 0.81 1.38

(c) 2.30 2.00 1.21 1.29

(d) 3.85 1.5 1.61 0.79

(e) 7.70 1.00 2.40 0.30

(f) 11.65 0.80 3.02 0.18

(g) 27.00 0.50 4.77 0.05

図. 3.1: ボゴリューボフ準粒子対エネルギー

（パラメータは表 3.1を参照）

−µに近い。すなわちこの密度は十分低密度であり、状態は励起子ガス的であると言える。

電子正孔対の密度が低い状態では電子正孔相関やバンドギャップの再規格化の効果が無視

する事ができ、そのとき ζkの最小値は ζ0 = −µ(> 0)であるため、Ekは k = 0に最小値

を持つ放物線状の形となる。そのため、Geff = ζ0である。なお、ここからさらに化学ポ

テンシャルを減少させ密度を低くすると、µ → −1では rs → ∞、Geff → 1となり、3次

元系における自由励起子状態に近づく。また、このことは電子正孔対の相対運動は、平均

場近似により得られた電子正孔 BCSエネルギーギャップ方程式で表せることを反映して
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いる7), 8)。(b)∼(g)は kminが零でなく、これは状態が電子正孔 BCS秩序を持つときの特

徴の一つである。なお、3.4.2で詳しく述べるが、系が電子正孔BCS秩序を持つ場合、Ek

の最小値は、フェルミ波数で電子正孔 BCSエネルギーギャップ∆kと一致する。すなわ

ち、高密度では kmin = kFであり、これはフェルミ面が現れていることを反映している。

以下、フェルミ波数での電子正孔BCSエネルギーギャップを∆kF
と表し、電子正孔BCS

状態の秩序変数として議論を進める。なお、この状況下では系は絶縁体であり、Nozières

と Schmitt-Rink8)が示したように、低温においても励起子Mott転移を起こさずに、BEC

とBCSの間でクロスオーバーを起こす。

次に、rsとGeff、kminの関係を図 3.2に示す9)。rs & 10では Geff ∼ 1、kmin ∼ 0であ

り、励起子状態である事がわかる。一方、rs . 10において、Geff は∆kと一致しており、

rs ∼ 2.3で最大の値をとり rsの減少と共に減少する。これは有限温度では高密度極限では

電子正孔BCSエネルギーギャップが消滅することを意味している。また、このとき kmin

は kFと一致しており、密度の増加とともに大きくなる。

図. 3.2: rsとGeff , keff の関係

（パラメータは表 3.1を参照）

3.4.2 電子正孔BCSエネルギーギャップ

図 3.3は (2.88)式で定義された電子正孔BCSエネルギーギャップ∆kの波数依存性であ

る。 1.2.2において解説したBCS状態と同様に、電子正孔対がBCS的な相関を持つとき、
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図. 3.3: 電子正孔BCSエネルギーギャップ

（パラメータは表 3.1を参照）

図. 3.4: フェルミ波数近傍の拡大図

フェルミエネルギー近傍に有限の大きさを持つエネルギーギャップが生じる。これが電子

正孔BCSエネルギーギャップである。これは (e)∼(g)の様な高密度においては前節で述べ

た様に電子正孔BCS状態の秩序変数であり、いわば電子正孔BCS秩序を破壊する為に必

要なエネルギーと言える。高密度になるほど電子正孔BCSエネルギーギャップは小さくな
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る傾向にあるが、これは電子正孔対の密度が高い場合、クーロン相互作用に対する遮蔽効

果が強いので、電子正孔相関が弱くなるためである。一方、低密度の場合、(a)に見られる

様に k ∼ 0に最大値を持つ単調減少を示しているが、低密度の極限では消滅する。これは

低密度では、電子正孔対が励起子として一対一で結合していおり、電子正孔BCS秩序が

消滅することを意味する。図 3.3は (e)の密度での∆kとEkのフェルミ波数近傍の拡大図

である。実線がEkを、破線が∆kを表す。この図から、フェルミ波数ではminkEk = ∆kF

が成り立っていることがわかり、これは系が電子正孔 BCS秩序を持ち、∆kF
が秩序変数

として適していることを示唆している。

3.4.3 電子正孔対の相対運動の波動関数

図 3.5は (2.78)式で定義される電子正孔相関を表す巨視的波動関数である。先ず、密度

(a)の状態を考えると、水素原子の動径方向の波動関数に近い振る舞いを示す。すなわち、

このとき電子正孔対は水素原子のように一対一で結合し、励起子として存在している事を

意味している。

図. 3.5: 電子正孔対の相対運動の波動関数

（パラメータは表 3.1を参照）

一方、高密度である (e)、(f)、(g)は、フェルミ波数近傍で最大値を持つピーク構造を

示している。このことは、超伝導体中のクーパー対の波動関数が、フェルミ波数近傍で鋭

いピークを持つ事に対応している。また、これは実空間では電子正孔クーパー対は広がり

の幅の逆数程度の広い範囲でゆるく束縛されている定在波であることを意味する。最大
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値がおよそ 0.5であることは、次の様な簡単な考察で理解できる。すなわち系が電子正孔

BCS状態であるとき、フェルミ波数ではEkF
= ∆kF

であり、さらに T = 0であり、なお

かつmh/me = 1（伝導帯と価電子帯が対称的）、ml/mt = 1（バンドが等方的）の場合で

は fα
k = fβ

k = 0であるため、結局 ψkF
= 0.5となるのである。

3.4.4 変分パラメータ

(2.57)式で導入した変分パラメータ u2
k, v

2
kの波数依存性を図 3.6に示す。破線が u2

kで、

実線が v2
k に対応する。いま考えている状態では 〈c†kck〉 = 〈d†kdk〉 = v2

k であるので、v2
k

は一粒子状態に存在する電子と正孔の数という物理的意味を持つ。すなわち、(a)の場合

v2
k ¿ 1であるのは、この状態が低密度であることを反映している。一方、(e)、(f)、(g)

については、v2
kは大きさ 1の平坦な領域を持ち、フェルミ波数の周り∼ ∆kF

/ζ ′kF
の幅で

0になる。これは、電子正孔対がフェルミ波数の前後∼ ∆kF
/ζ ′kF

の範囲で電子正孔系クー

パー対を形成していることを意味している。

図. 3.6: 変分パラメータ

（パラメータは表 3.1を参照）
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3.5 電子正孔BCS状態に対する電子正孔有効質量差の効果

本節では、電子正孔BCS状態に対する電子正孔有効質量差の効果を明らかにするため

に、電子正孔BCSエネルギーギャップの温度依存性と有効質量比依存性の結果と考察を示

す。本節においては、エネルギーバンドは伝導帯価電子帯とも等方的とし、曲率の差（す

なわち電子正孔有効質量差）のみを考えた。ここで、電子と正孔の密度は rs = 0.80, 1.00

について計算した。これは前節の議論から、この密度で系は十分高密度であると考えられ

るからである。有効質量比mh/me = σは物質における値を考慮し、σ ≤ 10で変化させ

た。これは InAs (σ ∼ 17)などの僅かな例を除いて現実的な値であると言える10)。なお、

電子正孔有効質量差は入力パラメータとして設定したが、有効質量近似 ((2.25)式)では有

効質量はエネルギーバンドの分散の曲率に依存するため、ζkを求める際に自己無撞着に

求めた自己エネルギーによる影響を受ける。自己エネルギーの効果をくり込むことによる

有効質量の変化については付録Dで解説する。

3.5.1 電子正孔BCSエネルギーギャップの温度依存性

幾つかの電子正孔有効質量比に対する電子正孔 BCSエネルギーギャップの温度依存性

を計算した結果を図 3.7、3.8に示す。ここで図中の記号と有効質量比の対応は表 3.2にま

とめた。(a)∼(f)は rs = 1.00、(g)∼(l)は rs = 0.80の結果である。両図において、T = 0

での∆kF
(∆kF,T=0)はそれぞれの σで異なるが、何れの場合においても∆kF

は温度の上昇

にともなう準粒子の熱生成により減少しており、転移温度で消滅する。rs = 0.80は定性的

に rs = 1.00と同じ振る舞いをするので、本節における以下の考察は rs = 1.00について行

う。∆kF
が消滅する温度を Tcとして温度依存性の曲線を外挿して推算した Tcと、T = 0

での∆kF
を∆kF,T=0として表 3.2にまとめた。また、幾つかの半導体の電子正孔の有効質

量などの物性定数と計算により得られた T = 0.01でのそれぞれの物質の温度 T001、Tcを

表 3.3にまとめた。

Tc < T の電子正孔BCSエネルギーギャップが完全に消滅している温度では、系は金属

的である。この転移は金属-絶縁体転移であるが、励起子が解離することで起こる励起子

Mott転移ではない。なぜなら、励起子Mott転移の電子正孔密度は電子正孔対が励起子と

みなせる程度であり、本研究で扱う密度よりはるかに低いからであり、また励起子Mott

転移を起こす温度は電子正孔BCS状態が存在する温度よりはるかに高いからである。む

しろこの転移は超伝導-常伝導転移に対応するとみることができる。

一方、T = 0.01程度の低温に注目すると、σに関わらず、∆kF
は有限な値をとっているこ

とがわかる。従来は、BCS状態と電子正孔BCS状態の数学的な対応関係のもと、電子正

孔有効質量差は電子正孔 BCS状態を破壊すると考えられていた。なぜなら数学的には、
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表 3.2: 有効質量比と計算結果
σ(rs = 1.00) Tc ∆kF,T=0 σ(rs = 0.80) Tc ∆kF,T=0

(a) 1 0.075 0.299 (g) 1 0.047 0.175

(b) 2 0.064 0.265 (h) 2 0.038 0.147

(c) 4 0.044 0.194 (i) 4 0.022 0.094

(d) 6 0.030 0.141 (j) 6 0.012 0.063

(e) 8 0.023 0.111 (k) 8 0.009 0.046

(f) 10 0.018 0.086 (l) 10 0.008 0.035

表 3.3: 半導体物性定数
me[m0] mh[m0] EB [meV] aB[Å] T0.01 [K] Tc [K]

ZnO 0.2412) 1.813) 5914) 17 2.0 4.6

CuCl 0.515) 215) 19016) 717) 6.3 27.7

GaAs 0.06718) 0.71(hh)
0.12(lh)

19), 20) 4.221) 120 0.14
0.25(hh)
0.95(lh)

GaN 0.1922) 0.622) 16022) 4 5.3 28.6

ハミルトニアンにおける電子正孔BCS状態での電子と正孔の関係は、BCS状態における

電子の ↑ スピンと ↓ スピンの関係に形式的に対応する（(1.1)式と (2.51)式）。アンダー

ソン (Anderson)の定理によれば、BCS状態においてクーパー対を構成する電子間には ↑
スピンと ↓スピンの時間反転対称性が存在する。そのためBCS状態は時間反転対称性を

保つ摂動に対しては大きな反応を示さない。例えば非磁性不純物の存在は Tcに大きな影

響を与えない。しかし時間反転対称性を破るような摂動（例えば外部磁場、磁性不純物

等）が存在する場合、BCS状態は速やかに消滅する11)。これに基づいて電子正孔BCS状

態について超伝導のBCS状態から類推をすると、電子と正孔の間の対称性を破壊するこ

とは、↑↓スピン間の対称性（すなわち時間反転対称性）を破壊することに相当し、これ
はBCSエネルギーギャップを消滅させる原因となる。しかしながら、電子正孔BCSエネ

ルギーギャップは、十分低温では電子と正孔の有効質量が異なっていたとしても安定に存

在することが本研究で始めて定量的に示された。これは、電子と正孔の有効質量差は電子

と正孔の間の対称性を容易には破壊しないことを示唆している。なぜなら、伝導帯と価電

子帯を等方的に保ちつつ曲率のみを差を与えたとしても、両者のフェルミ面の形状は一致

しているからである。次節で詳しく考察するが、これは伝導帯と価電子帯のフェルミ面の

形状が一致しているとき、電子正孔間の対称性は保たれていると考えることができるため

である。
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図. 3.7: 電子正孔BCSエネルギーギャップの温度依存性（rs = 1.00）

（パラメータは表 3.2を参照）

図. 3.8: 電子正孔BCSエネルギーギャップの温度依存性（rs = 0.80）

（パラメータは表 3.2を参照）
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ここで、Kopaevによる研究の概略を示す。Kopaevは、電子正孔有効質量差が半導体中

の半金属-絶縁体転移（電子正孔プラズマ-電子正孔BCS状態）に与える効果について、摂

動論に基づいた定性的な研究を行った3)。非常に小さな電子正孔有効質量差 (σ ∼ 1)を摂

動パラメータとして、Kopaevは (∆/T )2 ¿ 1（すなわち Tc近傍）に対する秩序パラメー

タ∆の温度依存性の式

∆ = πTc

√
8

7ς(3)

(
1− T

Tc

)
(3.2)

Tc = 2ω0
π

γ
exp


 2πp0

me2 ln
χ2

D

4p2
0+χ2

D


− |me −mh|πp2

0

2memhγ
(3.3)

を与えた。(3.3)式の右辺第二項より、電子正孔有効質量差は Tcを減少させることがわか

る（すなわち、電子正孔 BCS状態を不安定にする）。ただし、me ≈ mhの条件が課され

ているので、右辺第二項が非常に小さい範囲で本結果は成立する。一方、本研究では、十

分大きな電子正孔有効質量差にまで計算を拡張し、それに対しても転移温度は有限な値を

保つことを示した。

3.5.2 電子正孔BCSエネルギーギャップの有効質量比依存性

図 3.9、3.10は幾つかの温度における電子正孔BCSエネルギーギャップの有効質量比依

存性である。図中の記号はそれぞれ (m) T = 0、(n) T = 0.01、(o) T = 0.02、(p) T = 0、

(q) T = 0、(r) T = 0.01に対応する。また (m)∼(p)は rs = 1.00、(q)、(r)は rs = 0.80の

結果である。また、rs = 1.00における (p)は、クーロン相互作用に遮蔽効果を考えなかっ

た場合の結果であり、遮蔽効果がある場合の結果と比較するために載せた。遮蔽効果を考

えなかった場合において、T ≤ 0.02の結果は T = 0の場合と殆ど一致していたため省略

した。ここで有効質量比は図 3.7と同様に 1 ≤ σ ≤ 10で変化させた。(i)において 8, 6 < σ

は、電子正孔BCSエネルギーギャップが殆ど消滅するため、計算ができなかった。(m)と

(p)を比較したとき、遮蔽効果を考慮しない場合は電子正孔BCSエネルギーギャップは殆

ど変化しないのに対し、考慮した場合は σの増加と共に減少することがわかる。この違い

は、遮蔽効果を考えた場合 (2.83)式で与えられたトーマス・フェルミ波数が有効質量比の

増加と共に大きくなり、結果としてクーロン相互作用の遮蔽を強くするためであると考え

られる。しかし T ∼ 0.01の低温において、電子正孔BCSエネルギーギャップは有効質量

比の増加に対して減少はするが、σ ≤ 10で考えた場合、完全に消滅はしないことがわか

る。この結果は前項の結果と一致する。ここで、それでは電子正孔系においては、何の対

称性が超伝導におけるスピンの時間反転対称性に対応し、電子正孔BCS秩序を破壊する

のかという疑問が生ずる。それを明らかにするために、我々は次節で電子正孔BCS状態
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に対するエネルギーバンドの異方性の効果の結果と考察を示す。

図. 3.9: 電子正孔BCSエネルギーギャップの有効質量比依存性（rs = 1.00）

（図中の記号はそれぞれ (m) T = 0、(n) T = 0.01、(o) T = 0.02、(p) T = 0に対応す

る。(p)は、クーロン相互作用に遮蔽効果を考えなかった場合の結果である。）

図. 3.10: 電子正孔BCSエネルギーギャップの有効質量比依存性（rs = 0.80）

（図中の記号はそれぞれ (q) T = 0、(r) T = 0.01に対応する。）
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3.6 電子正孔BCS状態に対するエネルギーバンドの異方性

の効果

本節では、エネルギーバンドの異方性が電子正孔BCS秩序に与える効果について議論

する。以下では、kFを Ekの最小値を与える波数として定義する。また、電子正孔対の

l(= z) (longitudinal)方向と t(= x, y) (transverse)方向の換算質量をそれぞれ 1/ml(t) =

1/mel(et) +1/mhl(ht)として定義する。異方性は伝導帯と価電子帯が同じ異方性を持つ場合

と伝導帯と価電子帯が異なる異方性（異方性差）を持つ場合についてそれぞれ議論する。

3.6.1 エネルギーバンドの異方性による電子正孔BCS秩序の増強効果

図 3.11は伝導帯と価電子帯の異方性が等しい場合の ∆kF
のエネルギーバンドの異方

性 (ml/mt)依存性である。ここで、電子と正孔の有効質量は同じであり (mh/me = 1)、

T = 0、rs = 1.00とした。ここで、me(h)は電子（正孔）の光学的有効質量であり、

1

me(h)

=
1

3

(
2

met(ht)

+
1

mel(hl)

)
(3.4)

で定義される。また、図 3.12は異方性がある場合のフェルミ面の模式図である。紙面と

垂直な方向にエネルギー軸を持ち、曲線は伝導帯と価電子帯のフェルミ面を表している。

エネルギーバンドが等方的な場合フェルミ面は円を描くが、伝導帯と価電子帯に同じ異方

性がある場合、フェルミ面は有効質量の大きな方向に長軸を持つ楕円形を描く。

図 3.11に見られるように、電子正孔BCSエネルギーギャップは異方性が強くなるにつ

れて増大する。以降、この効果を「エネルギーバンドの一軸的異方性による電子正孔BCS

秩序の増強効果」とよぶ。この効果は、単純に言えばエネルギーバンドが低次元的になる

ことで電子と正孔の運動の自由度の低下に伴い運動エネルギーが減少し、それにより電子

正孔束縛が強くなるということにで理解できる。例えば励起子系においては、2次元系で

の電子と正孔の束縛エネルギーは 3次元の 4倍であり、一次元では無限大となる。また、

ml/mt → 0とml/mt →∞の極限では、系はそれぞれ一次元、二次元系と一致するため、
増強効果はml/mt < 1の方が 1 < ml/mtよりも顕著である。エネルギーバンドの異方性

は、試料に圧力をかけエネルギーバンドの分散の曲率を変化させる事で制御することがで

きる23)–25)。すなわち、エネルギーバンドの一軸的異方性は、試料に一軸性圧力をかける

事で与える事ができ27),28)、電子正孔BCSエネルギーギャップを増大させるであろう。も

し、この増強効果が温度や電子と正孔の有効質量の相違などのエネルギーギャップを減少

させる要因を凌駕するのならば、電子正孔BCS状態の実現の有力な手段の一つとなるだ

ろう。この問題については次節で詳しく考察する。
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図. 3.11: 電子正孔BCSエネルギーギャップのエネルギーバンド異方性依存性

（rs = 1.00, mh/me = 1, T = 0）

図. 3.12: 異方性がある場合のフェルミ面の模式図
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3.6.2 エネルギーバンドの異方性差による電子正孔BCS秩序の減少効果

次に、伝導帯と価電子帯が異なる異方性を持つ（エネルギーバンドの異方性差）場合に

ついて考察する。今、簡単のために伝導帯は等方的で価電子帯のみに異方性を考えた。幾

つかの温度における電子正孔 BCSエネルギーギャップに対する正孔の有効質量の異方性

（mhl/mht）依存性を図 3.13（rs = 1.00）、3.14（rs = 0.80）に示す。また、図 3.12と同様に

フェルミ面の模式図を図 3.15に示した。(e)を除いてクーロン相互作用に遮蔽効果を考慮

した場合の結果であり、それぞれ (a) T = 0、(b) T = 0.03、(c) T = 0.04、(d) T = 0.06、

(f) T = 0、(g) T = 0.02、(h) T = 0.03、(i) T = 0.04に対応する。また (e)は遮蔽効果を

考えなかった場合の結果であり、(e) T = 0であるが、この場合において、T ≤ 0.06の結

果は T = 0の場合と殆ど一致していたため省略した。

(e)の場合、電子正孔BCSエネルギーギャップは、正孔の有効質量の異方性の増加に対

して殆ど変化を見せない。一方、遮蔽効果を考慮した (a)∼(d)は、顕著な減少を示した。

これは電子と正孔の有効質量の異方性が異なる場合、伝導帯と価電子帯のフェルミ面の形

状が一致しておらず (図 3.15)、そのため電子正孔相関を保持するために大きなエネルギー

図. 3.13: 電子正孔BCSエネルギーギャップのエネルギーバンド異方性差依存性 (rs = 1.00)

（図中の記号はそれぞれ (a) T = 0、(b) T = 0.03、(c) T = 0.04、(d) T = 0.06、(e)

T = 0に対応する。また、(e)は遮蔽効果を考えなかった場合の結果である。）
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図. 3.14: 電子正孔BCSエネルギーギャップのエネルギーバンド異方性差依存性 (rs = 0.80)

（図中の記号はそれぞれ (f) T = 0、(g) T = 0.02、(h) T = 0.03、(i) T = 0.04に対応

する。）

図. 3.15: 異方性がある場合のフェルミ面の模式図 2
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が必要なためであると考えられる4)。特に (a)は、mhl/mht ∼ 1.23近傍で急激に減少する。

これは、運動量空間においてフェルミ面の形状が一致していない領域では (2.71)式で与

えられるボゴリューボフ準粒子の生成エネルギー eα
k、eβ

kの何れかが負になり、そのため

(2.66)式のボゴリューボフ準粒子の分布関数が f
α(β)
k = 1となるため、結局∆k = 0となっ

てしまうことが原因であると考えられる1),4)。これについては、次のような簡単なモデル

で説明できる。図 3.16はエネルギーバンドの模式図である。(a)はバンドが等方的かつ電

子正孔有効質量差がある場合であり、(b)はエネルギーバンドの異方性差がある場合であ

る。ここでmh > meとした。赤線は励起電子により占有されている状態、青線は正孔に

より占有されている状態を表すが、電子と正孔の kFは (a)では一致しているが、(b)では

異なっている。次に (2.87)式を次のように書き換える。

δζk = εe
k − εh

k − δµ (3.5)

ε
e(h)
k は (2.86)式の右辺第一項と第二項である。ボゴリューボフ準粒子の生成エネルギー

e
α(β)
k < 0になるかどうかを検討するのは、k ∼ kFに限ってのみ行えばよい。なぜなら k ¿

kF若しくは k À kFにおいては明らかに |ζk| À δζkであるため、e
α(β)
k = (Ek± δζk)/2 > 0

となるからである。(a)の場合、k ∼ kFでは εe
k > εh

kであるが、電荷中性条件を満たすよう

に δµを決めた場合 k ∼ kFの場合は εe
k−µe ∼ 0, εh

k−µh ∼ 0であるため、δζk ∼ 0となり、

結局 e
α(β)
k > 0となる。(b)の場合でも k ¿ kF(h)若しくは k À kF(h)においては e

α(β)
k > 0

であるが、k ∼ kF(h)では εe
k − µe > 0となり、このとき e

α(β)
k < 0が成り立つ場合がある。

図. 3.16: エネルギーバンドの模式図

伝導帯と価電子帯の異方性差が電子正孔 BCS状態を不安定にすることは、Zittartzに

よる結果と定性的に一致する4)。Zittartzはバンドギャップの小さな間接遷移型半導体中

の、半金属-Excitonic Phase転移におけるエネルギーバンドの異方性の効果について定性

的（一部定量的）な議論を行った。図 3.17はバンドギャップGの模式図である。Gは本研

究では化学ポテンシャル µに対応し、電子正孔対数を与える。図 3.18は Zittartzが示し
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た半導体中の半金属-エキシトニック・フェーズ（Excitonic Phase）相図である。相図に

おいて、横軸はGであり、縦軸は転移温度 Tcである。G > EBは µ < −EBにあたる。こ

のとき電子正孔対は励起されておらず系は半導体的である。G ≤ EB(µ > −EB)では系は

Excitonic Phase である。このとき相は絶縁体であり、電子正孔BCS状態と物理的に等価

である。バンドが等方的な場合（点線）、TcはGの減少（バンドの重なりの増加）ととも

に緩やかに減少する。一方、伝導帯と価電子帯に僅かな異方性差がある場合（実線）、Tc

はG = Gcrで消滅し、系は半金属相へと転移する。これは本研究における電子正孔BCS

状態-電子正孔プラズマ転移と対応する。以上のことから、伝導帯と価電子帯の異方性差

図. 3.17: エネルギーバンドの模式図 2

図. 3.18: Zittartzによる Excitonic Phaseの相図4)

（伝導帯と価電子帯のフェルミ面の形状の非対称性）は電子正孔BCS秩序を消滅させると

いう事がわかった。これは実際の物質において電子正孔BCS状態を消滅させる重大な原

因の一つだと考えられる。このことから、伝導帯と価電子帯のフェルミ面の形状の非対称

性こそがBCS状態における ↑, ↓スピン間の時間反転対称性に対応すると類推することが
できるが、これは数学的には次のように説明できる。BCS状態に対して磁場を与えた場

合、(1.1)式に次のハミルトニアン

HZ = −
∑

k

ωZ

(
c†k↑ck↑ − c†−k↓c−k↓

)
(3.6)

を付加することに相当する。ωZは磁場Bとスピンの相互作用であり、電子のスピンの磁

気モーメントの大きさを βとすると、磁場に平行か反平行かで電子は±βB ≡ ±ωZ だけ
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余分のエネルギーを持つ。定式化の途中経過は省略するが、これは結果的にボゴリューボ

フ準粒子のエネルギーに e
↑(↓)
k にだけ次のような効果

e
↑(↓)
k =

1

2
(Ek ± ωZ) (3.7)

を与える。T = 0の場合、ボゴリューボフ準粒子の分布関数は、e
↑(↓)
k < 0となるような強

さの磁場をかけたとき f
↑(↓)
k = 1となり、BCS状態を消滅させる。物理的にも、超伝導体

に磁場をかけることは、↑スピンの電子と ↓スピンの電子の数を変え、それぞれのフェル
ミ面の形状の対称性を破ることでクーパー対の形成を妨げる効果を持つ。一方、上述の通

り、エネルギーバンドの異方性差も数学的にも物理的にもこれと同様の効果を持ち、電子

正孔BCS状態を破壊する。ハミルトニアンにおいてエネルギーバンドの異方性差の効果

は (2.51)式に (3.6)式に対応する次のような項を

Hm = −
∑

k

δξk

(
c†kck − d†−kd−k

)
(3.8)

加える形で表すことができる。ここで、δξkは (2.54)式において、有効質量の変化による

運動エネルギーの変化分だけを取り出したものであり、ωZ に相当する。このように、電

子正孔BCS状態において、エネルギーバンドの異方性差により、伝導帯と価電子帯のフェ

ルミ面の形状の対称性を破る摂動を加えることは、BCS状態において ↑, ↓スピン間の時
間反転対称性を破ることに対応することがわかる。一方、電子正孔BCS状態の磁場に対

する応答はどうであろうか。電子と正孔のスピンの自由度を考慮した場合、エネルギーバ

ンドは伝導帯、価電子帯とも ↑スピン ↓スピンに分裂するであろう。分裂により生じたエ
ネルギー差はエネルギーの高いバンドから低いバンドへのキャリアの流出をまねき、↑, ↓
スピン間の電荷数の差異を生ずる。上述のようにBCS状態においてはこれは電子電子相

関を妨げBCS状態を破壊するが、電子正孔系においては伝導帯と価電子帯が同様に分裂

するため電子正孔相関に対する影響は無いと考えられる。

残念ながら現在までの所、エネルギーバンドの異方性については森垣、三浦による文献

26にまとめられた僅かな例を除いて実験的にも理論的にも殆ど調査されていない。参考

までに表 3.4に有効質量の異方性が調べられている半導体を幾つかあげた。この表におい

てAlAsはmel/met = 3.52,mhl/mht = 2.16であり、電子が正孔より 1.6倍以上 l方向の異

方性が大きい。これは図 3.19において電子正孔BCS秩序が完全に消滅してしまう異方性

差である。一方、PdSはmel/met = 1.31,mhl/mht = 1.4であり異方性差は約 1.07と非常

に小さいため、エネルギーバンドの異方性差による減少効果は重要でないと考えられる。

PdSで電子正孔BCS状態が観測されたという実験例は存在しないが、このような異方性

差の小さい物質を選定することで、電子正孔BCS状態の検証の可能性をあげることがで

きるだろう。
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表 3.4: 半導体における有効質量の異方性
me[m0] mh[m0]

AlAs ml = 0.88,mt = 0.2510) ml = 1.06,mt = 0.4929)

GaP ml = 0.254,30) mt = 1.731) 0.55(h), 0.13(l)32)

PbS20) ml = 0.105,mt = 0.080 ml = 0.105, mt = 0.075

なお、伝導帯と価電子帯のフェルミ面の形状の対称性の破れは、エネルギーバンドの

異方性差だけでなく電子と正孔の数が異なる場合にも起こる。電荷の非中性が電子正孔

BCS状態に与える効果については付録Dで解説をする。

3.7 一軸性圧力による電子正孔BCS秩序の安定化

3.7.1 一軸性圧力によるエネルギーバンドの一軸的異方性

本節では、3.6.1で議論した一軸的異方性による増強効果と、有限温度、電子正孔有効

質量差、異方性差による減少効果が競合する場合の電子正孔BCS秩序の安定性について

調べる。本節では、rs = 1.00とした。3.6.1で述べたように、有効質量の一軸的異方性は、

試料に一軸的圧力をかけることによって制御ができる。文献 27、28によると、有効質量

は、l(z)方向の一軸的圧力に対し

mαβ = mα[1 + γαβPl] (3.9)

の依存性をもつ。ここで、α = h(e)、β = l(t)であり、それぞれ正孔（電子）、z(x, y)方

向を意味する。またPlは l方向への一軸的圧力であり、単位は kbarである。文献 28によ

ると、γhl = γel = −0.09kbar−1, γht = γet = 0.11kbar−1であるので、ここから一軸的異方

性と圧力の関係は、次の様な簡単な式

ml

mt

=
1− 0.09P

1 + 0.11P
(3.10)

で表される。本節では一軸的異方性は 0.1 ≤ ml/mt ≤ 10の範囲で変化させた。

3.7.2 熱的効果との競合

図 3.19は幾つかの有限温度における電子正孔BCSエネルギーギャップと有効質量の一

軸的異方性の関係である。本項では電子と正孔の有効質量は等しいとした（σ = 1）。系

が等方的（ml/mt = 1）な場合、3.5.1で見たように電子正孔 BCSエネルギーギャップは
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Tc ∼ 0.075で完全に消滅する。しかし、一軸的異方性の強い領域では温度による減少は等

方的な場合に比べ、非常に小さく、高温（Tc > 0.09）においても安定に存在する。電子

正孔対を高密度に励起する場合、照射光による温度の上昇のため、電子正孔BCS秩序が

破壊されてしまうという問題があるが、増強効果によりかなり高温においても秩序は安定

に存在すると考えられる。

図. 3.19: 熱的効果に対するエネルギーバンドの異方性による電子正孔BCS秩序の増強効

果 (rs = 1.00, σ = 1)

3.7.3 電子正孔有効質量差による効果との競合

図 3.20、図 3.21は幾つかの有効質量比に対する電子正孔BCSエネルギーギャップと有

効質量の一軸的異方性の関係である。異方性がある場合の σは (3.4)式より

σ =
mh

me

=
mhlmht(2mel + met)

melmet(2mhl + mht)
(3.11)

で定義される。3.5で見た通り、T = 0の場合、異方性の有無に関わらず全ての σで∆kF

は安定に存在する。一方、図 3.21において、T = 0.03で系が等方的に近い (ml/mt ∼ 1)

状態では、σ = 6, 8, 10で∆kF
は完全に消滅しているが、異方性の強い領域 (σ = 8におい

て 4 . ml/mt,ml/mt . 0.2、σ = 10において 6 . ml/mt,ml/mt . 0.15)では∆kF
は有限

の値を持つ。ここで、エネルギーバンドの一軸的異方性により電子正孔BCSエネルギー
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図. 3.20: 電子正孔有効質量差の効果に対するエネルギーバンドの異方性による電子正孔

BCS秩序の増強効果 (rs = 1.00, T = 0)

図. 3.21: 電子正孔有効質量差の効果に対するエネルギーバンドの異方性による電子正孔

BCS秩序の増強効果 (rs = 1.00, T = 0.03)
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ギャップが増大する傾向は、電子正孔有効質量差が存在する場合でも変わらない。このこ

とは、電子正孔有効質量差と温度により電子正孔BCS秩序が消滅する場合でも人為的に

与えた一軸的異方性が十分強い場合、それによる電子正孔BCS秩序の増強効果は、電子

正孔有効質量差による減少効果を凌駕し、電子正孔 BCSエネルギーギャップを保持でき

ることを意味する。

3.7.4 伝導体と価電子帯の異方性差による効果との競合

3.6.2において伝導帯と価電子帯の異方性が相違する場合（すなわち、伝導帯と価電子

帯のフェルミ面がの形状が一致しない場合）、電子正孔 BCS秩序を急速に消滅させる事

がわかった。本項では、この減少効果と一軸的異方性による増強効果が併存する場合の

電子正孔 BCSエネルギーギャップの安定性について調べた。図 3.22は電子と正孔の l方

向の有効質量比をmhl/mel = 1.5に保ったまま、一軸的な異方性を与えた場合の電子正

孔BCSエネルギーギャップの増強効果である。 図において、上横軸が価電子帯の異方性

(mhl/mht)、下の横軸は伝導帯の異方性 (mel/met)である。ここで、rs = 1.00とした。こ

図. 3.22: 伝導体と価電子帯の異方性差の効果に対する電子正孔BCS秩序の増強効果 (rs =

1.00, mhl/mel = 1.5)
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図. 3.23: 異方性がある場合のフェルミ面の模式図 3

の場合のフェルミ面の模式図を図 3.23に示す。

図 3.13からもわかる通り、伝導帯が等方的 (mel/met=1)な場合、mhl/mel = 1.5で∆kF
は

完全に消滅している。一方、mel/met . 0.25、3.5 . mel/metでは増強効果により∆kF
は

安定に存在する。ここではmhl/mel = 1.5、mht/met = 1を仮定した。現実の半導体物質

ではこれらは様々な値をとるが、一軸的異方性を与える事によって異方性差よる減少効果

を相殺することができる。

3.6.1で述べた通り、電子正孔BCS秩序の増強効果は、単純には、エネルギーバンドの

一軸的異方性によるキャリアの運動の自由度の低下に伴う運動エネルギーの減少により電

子正孔相関が強くなることに起因すると考えることができる。これは単に有効質量比を

変えずに有効質量だけを大きくして運動エネルギーの寄与を小さくすることと類似の効

果をもたらす。しかしながら、前者は次元性の低下を伴っているのに対して、後者はあく

まで次元性を保ったまま運動エネルギーの寄与のみを小さくしている。運動する電子と正

孔の散乱強度は、運動の自由度の低下に伴い増加し、一次元系においては無限大となる。

そのため、一次元ではクーロン力が非常に小さくても電子と正孔には非常に強い束縛効果

が働く。しかしながら、単に有効質量を大きくしただけではこのような物理的なメカニズ

ムは発生しない。また、低次元的な系は様々特有のの物性を持つため、その意味において

も単純に次元性の低下を有効質量の増加に対応させることはできない33)。例えば、系が極

めて一次元的になった場合、電子-フォノン相互作用により起こるパイエルス転移により

電荷密度波 (CDW)が発生する。このような場合、CDWとの間の競合により、電子正孔

BCS秩序は不安定になると予測される。他にも次元性の低下に伴う物性の変化は電子正

孔BCS秩序に影響を与えると考えられ、重要な問題として残されている。
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第4章 結論と今後の課題

4.1 結論

本研究では、電子正孔間のクーロン引力の他、電子間及び正孔間のクーロン斥力を考慮

したモデルを用いて、有限温度におけるクーロン相互作用の遮蔽効果を考慮したBCS的

な平均場近似に基づき、電子正孔BCS状態に対するエネルギーバンドの異方性と電子正

孔有効質量差の効果に関する解析を行った。

電子正孔BCSに対する電子正孔有効質量差の効果については、電子正孔有効質量差は

電子正孔BCS秩序を減少させるが、十分低温においては、電子と正孔の有効質量の相違

に関わらず電子正孔 BCSエネルギーギャップは安定に存在することが本研究で初めて数

値的にわかった。このことは有効質量差は電子と正孔の間の対称性を容易には破壊しない

ことを示唆している。これは、エネルギーバンドが等方的なまま有効質量差のみを考えた

場合、伝導帯と価電子帯のフェルミ面の形状は一致しているからである（3.5）。

エネルギーバンドの異方性が電子正孔BCS秩序に与える効果は、その状況により大き

く異なる。まず、伝導帯と価電子帯が異なる異方性を持つ場合、電子正孔BCS秩序は急

速に消滅する。これは、伝導帯と価電子帯の間でのフェルミ面の形状の不一致が原因であ

り、電子正孔BCS状態が実験的に検証されていない主な原因の一つと考えられる。この

伝導帯と価電子帯のフェルミ面の形状の不一致は、BCS理論におけるクーパー対を構成

する電子のスピンの時間反転対称性の破れに相当することがわかった（3.6.2）。

一方、伝導帯と価電子帯が同じ異方性を持つ場合、エネルギーバンドの異方性は電子正

孔BCS秩序を増大させる。これは有効質量が一軸的な異方性を持つ事により電子正孔対

の運動の自由度が低次元的になるため、電子正孔間の束縛力が相対的に強くなったため

だと考えられる。この効果は異方性が十分強い場合、電子正孔有効質量差の効果、熱的

効果、伝導帯と価電子帯のエネルギーバンドの異方性差による電子正孔BCSエネルギー

ギャップの減少を凌駕し、電子正孔 BCS状態を安定にする場合がある。これは試料に一

軸性の圧力をかけエネルギーバンドの一軸的な異方性を制御することで、電子正孔 BCS

状態の実験的検証が可能であることを示唆するものである。

なお、試料中のイオン化不純物などの存在により電子と正孔の数が異なる場合（電荷非

中性）にも伝導帯と価電子帯のフェルミ面の形状の対称性は破れる。これはエネルギーバ
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ンドの異方性差と同じ効果を電子正孔BCS対してもたらす。しかしながら不純物の密度

が十分少ない場合、電子正孔BCS状態は殆ど影響を受けない（付録 E）。

4.2 今後の課題

本研究で用いたBCS的平均場近似は、電子正孔対の相対運動に関しては、低密度高密

度ともに正しく記述できる。しかし、励起子BECと電子正孔BCS状態の中間状態（クロ

スオーバー領域）においては電子正孔対の重心運動に関連した位相の揺らぎの効果が大き

な問題となる。この揺らぎの効果を取り込むには、Eliashberg方程式に基づいて解析を行

う必要がある。

また、議論をエネルギーバンドの異方性と電子正孔有効質量差による効果に絞り込むた

め、ハミルトニアンにスピンの自由度を無視した。しかし、現実の物質ではバンド縮退が

存在する。一方、外部磁場や磁性不純物の影響、励起子分子について調べようとする場合

はスピン自由度の議論は不可欠である。

さらに、低温高密度電子正孔系においてクーロン相互作用に起因する巨視的量子秩序に

のみ注目したが、実際は他の種類の秩序がこれと競合するため、より現実的な系を考える

場合これらの効果も考慮しなくてはいけない。例えば、3.7で議論した場合のように、電

子の運動の自由度が極めて低次元的になった場合、強い電子－フォノン相互作用により電

荷密度波との競合がおこり電子正孔BCS状態は不安定になる。また、短距離の強いクー

ロン相互作用を考えた場合、スピン密度波を考慮しなくてはいけない場合もある。

この様に、高密度電子正孔系は、種々の自由度が関与する多体問題であり、理論的に解

決すべき問題が山積している。今後も、本論文を出発点として、多様な光誘起相転移現象

の理論的研究に取り組んでいきたい。
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付 録A 直交座標におけるクーロンポテ

ンシャルのフーリエ変換

　ここでは、クーロンポテンシャルを実空間の直交座標から波数空間の直交座標へフーリ

エ変換する。(A.4)、(A.6)式の積分については、I. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik, Table of

integrals, series, and products, (Academic press 1980)を参考にした。

A.1 二次元直交座標の場合

まず、簡単のために二次元の場合について考える。フーリエ変換は

V (kx, ky) =
e2

4πε0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdy

e−ikxx · e−ikyy

√
x2 + y2

　 (A.1)

で与えられる。はじめに，xについて積分

∫ ∞

−∞
dx

e−yikx
x
y

y
√

(x
y
)2 + 1

　 (A.2)

を行う。(A.2)式において t = x
y
と置換積分すると、

∫ ∞

−∞
dt y

e−yikxt

y
√

t2 + 1
=

∫ ∞

−∞
dt

e−yikxt

√
t2 + 1

=

∫ ∞

−∞
dt

cos(ykxt)− i sin(ykxt)√
t2 + 1

= 2

∫ ∞

0

dt
cos(ykxt)√

t2 + 1

(
　∵

∫ ∞

−∞
f(t) sin tdt = 0

)

= 2K0(|ykx|) (A.3)

である。ここで
∫ ∞

0

cos(at)dt√
β2 + t2

= K0(aβ) [a > 0, Reβ > 0] (A.4)
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を使った。(A.6)式を (A.1)式に代入すると

V (kx, ky) =
e2

2πε0

∫ ∞

−∞
dy e−ikyyK0(|kxy|)　 (A.5)

であり、
∫ ∞

0

dzK0(α
√

x2 + β2) cos(γx) =
π

2
√

α2 + γ2
exp(−β

√
α2 + γ2)

Reα>0, Reβ>0, γ>0 (A.6)

を使うと (A.5)式の積分部分は
∫ ∞

−∞
dy e−ikyyK0(|kxy|) =

∫ ∞

−∞
dy(cos(kyy)− i sin(kyy))K0(|kxy|)

=

∫ ∞

−∞
dy cos(kyy)K0(|kxy|)

(∫ ∞

−∞
dy sin(kyy)K0(|kxy|) = 0

)

=

∫ ∞

−∞
dy cos(kyy)K0(kxy)

= π(k2
x + k2

y)
−1/2 (A.7)

となる。以上より 2次元の場合は

V (kx, ky) =
e2

2ε0

1√
k2

x + k2
y

(A.8)

となる。

A.2 三次元直交座標の場合

フーリエ変換は

V (kx, ky, kz) =
e2

4πε0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdydz

e−ikxx · e−ikyy · e−ikzz

√
x2 + y2 + z2

　 (A.9)

で与えられる。前節と同様に，まず xについて積分を行うと

V (kx, ky, kz) =
e2

2πε0

∫ ∞

−∞
dy

∫ ∞

−∞
dz e−ikyy · e−ikzzK0(kx

√
y2 + z2)　 (A.10)

となる。(A.10)式の zについての積分
∫ ∞

−∞
dz e−ikzzK0(kx

√
y2 + z2) =

∫ ∞

−∞
dz K0(kx

√
y2 + z2){cos(kzz)− i sin(kzz)}

= 2

∫ ∞

0

dzK0(kx

√
y2 + z2) cos(kzz) (A.11)
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を考える。(A.11)式の積分部分に対して (A.6)を使うと
∫ ∞

−∞
dzK0(kx

√
y2 + z2) cos(kzz) =

π√
k2

y + k2
z

exp
(
−|y|

√
k2

y + k2
z

)
(A.12)

となる。(A.12)式を (A.10)式に代入すると

V (kx, ky, kz) =
e2

2πε0

∫ ∞

−∞
e−ikyy π√

k2
x + k2

y

exp
(
−|y|

√
k2

x + k2
y

)
dy

=
e2

2ε0

1√
k2

x + k2
y

∫ ∞

−∞
exp

(
−|y|

√
k2

x + k2
y

)
{cos(kyy)− i sin(kyy)}dy

= 2
e2

2ε0

1√
k2

x + k2
y

∫ ∞

0

exp
(
−|y|

√
k2

x + k2
y

)
cos(kyy)dy (A.13)

である。この積分は
∫

e−ax cos(bx)dx =
1

a2 + b2

(
be−ax sin(bx)− ae−ax cos(bx)

)
(A.14)

より

V (kx, ky, kz) =
e2

ε0

√
k2

x + k2
z

1

k2
x + k2

y + k2
z

√
k2

x + k2
z　　

=
e2

ε0

1

k2
x + k2

y + k2
z

(A.15)

が得られる。式 (2.55)の様に一軸性異方性を考える場合は
√

k2
x + k2

y = kt, kz = klとすれ

ば良い。さらに、極座標で考える場合は
√

k2
x + k2

y + k2
z = kとする。
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付 録B 準静的遮蔽クーロンポテン

シャル

　本章では、2.4でクーロンポテンシャルの準静的遮蔽効果を導入する際に用いた有効

プラズマ振動数 ωkの定式化を説明する。この導出過程は、H. Haug, Stephan W. Koch,

Quantum theory of the optical and electronic properties of semiconductors Third Edition,

(World Scientific)を参考にした。

B.1 プラズマ遮蔽

プラズマ遮蔽を量子力学的に議論するために、有効一体ハミルトニアン（effective single

particle Hamiltonian）

H =

∫
d3rψ†(r)

(
−~

2∇2

2m

)
ψ(r) +

∫
d3rV eff(r)ψ†(r)ψ(r) (B.1)

から始める。ここで

V eff(r) = V (r) + V ind(r) (B.2)

は、試電荷のクーロンポテンシャル V (r)と、遮蔽粒子の誘起されたポテンシャル V indで

ある。有効ポテンシャル V eff は自己無撞着に決められる。(B.1)式のフーリエ変換は

H =
∑

k

Eka
†
kak +

∑
p

V eff(p)k
∑

k

a†k+pak (B.3)

a†k−qakについての運動方程式は

d

dt
a†k−qak =

i

~
[H, a†k−qak] (B.4)

= i(εk−q − εk)a
†
k−qak − i

~
∑
p

V eff(p)(a†k−qak−p − a†k+p−qak) (B.5)

である。最右辺第二項に乱雑位相近似（RPA）を使い期待値を取ると

d

dt
〈a†k−qak〉 = i(εk−q − εk)〈a†k−qak〉 − i

~
V eff(p)(fk−q − fk) (B.6)
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となる。試電荷が exp(−i(ω + iδ)t)の時間依存性を持つとする

〈a†k−qak〉 ∝ exp(−i(ω + iδ)t) (B.7)

である。従って (B.6)式は

~(ω + iδ + εk−q − εk)〈a†k−qak〉 = V eff(p)(fk−q − fk) (B.8)

となる。

〈a†k−qak〉 = V eff(p)
(fk−q − fk)

~(ω + iδ + εk−q − εk)
(B.9)

これに−e/L3をかけて、kについて和を取ると

〈ρq〉 = − e

L3

∑

k

〈a†k−qak〉 (B.10)

となる。これは分極関数

P 1(q, ω) =
∑

k

(fk−q − fk)

~(ω + iδ + εk−q − εk)
(B.11)

を使って

〈ρq〉 = − e

L3
V eff(p)P 1(q, ω) (B.12)

と表せる。電荷のポテンシャルは、ポワソン（Poison）方程式

∇2V ind(r) =
4πeρ(r)

ε0

(B.13)

に従う。これをフーリエ変換し (B.10)式を使うと

V ind(q) =
4πe

ε0q2
ρq =

4πe2

ε0q2L3
V eff(q)P 1(q, ω)

= V qV eff(q)P 1(q, ω) (B.14)

となる。(B.14)式を (B.2)式をフーリエ変換したものに代入すると

V eff(q) = V q + V ind(q) →
V eff(q) = V q[1 + V eff(q)P 1(q, ω)] (B.15)

若しくは

V eff(q) =
V q

1− V qP 1(q, ω)
=

V q

ε(q, ω)
≡ V s(q, ω) (B.16)

となる。ここで遮蔽クーロンポテンシャルとしてV s(q, ω)を導入した。誘電関数 ε(q, ω)は

ε(q, ω) = 1− V qP 1(q, ω) (B.17)
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ε(q, ω) = 1− V q
∑

k

(fk−q − fk)

~(ω + iδ + εk−q − εk)
(B.18)

である。

B.2 誘電関数の解析

まず、q → 0の長波長極限

~(εk−q − εk) =
~2

2m
(k2 − 2k · q + q2)− ~

2k2

2m
' −k · q

m
(B.19)

fk−q − fk = fk−q − q · ∇kfk + · · · − fk ' −q · ∇kfk (B.20)

を考える。これらの近似から、(B.18)式の右辺第二項は

−V q
∑

k,i

qi
∂f
∂ki

~ω0 − ~2k · q/m
' − V q

~ω0

∑

k,i

qi
∂f

∂ki

(
1 +

~k · q
mω

)
(B.21)

と書き換えられる。ここで、ωq→0 = ωとおいた。
∑

∂f/∂kは、k → ∞における分布関
数を与えるので

−V q

~ω
∑

k,i

qi
∂f

∂ki

~k · q
mω

=

V q q2

mω2

∑

k

fk = V q q2N

mω2
=

4πe2

ε0q2L3

q2N

mω2
(B.22)

となる。ここで ω2
pl = 4πne2/ε0mとおくと

ε(0, ω) = 1− ω2
pl

ω2
(B.23)

となる。これは古典的なドルーデ（Drudeの誘電関数である。ω + iδ → 0の定常的な極

限では (B.18)式は

ε(q, 0) = 1− V q
∑

k

(fk−q − fk)

~(εk−q − εk)
(B.24)

(B.19)、(B.20)式の展開式を使い、熱平衡状態でのフェルミ・ディラック分布を仮定すると

∑
i

qi
∂f

∂ki

= −
∑

i

qi
∂f

∂µ

∂εk

∂ki

= −
∑

i

qiki
~2

m

∂fk

∂µ
(B.25)
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となる。以上より

ε(q, 0) = 1− 4πe2

ε0q2

∂

∂µ

1

L3

∑

k

fk

= 1 +
4πe2

ε0q2

∂n

∂µ
≡ 1 +

κ2

q2
(B.26)

となる。ここで 3次元遮蔽波数 κは

κ =

√
4πe2

ε0

∂n

∂µ
(B.27)

(B.28)

結局、3次元静的遮蔽クーロンポテンシャルは

V s(q) =
4πe2

ε0L3

1

q2 + κ2
=

V q

ε(q, 0)
(B.29)

で与えられる。3次元の場合、低温でフェルミ縮退しているとみなせる場合は

∂n

∂µ
=

3

2

n

EF

(B.30)

が成り立つため、(B.27)式は

κ =

√
6πe2n

ε0EF

≡ kTF (B.31)

となる。kTFは 3次元トーマス・フェルミ遮蔽波数である。

B.3 プラズモン・ポール近似

(B.23)式で示した長波長極限の誘電関数

1

ε(q → 0, ω)
=

ω2

(ω + iω)2 − ω2
pl

= 1 +
ω2

pl

(ω + iδ)− ω2
pl

(B.32)

は、その逆数は一つの極を持つ。この結果を完全誘電関数 ε(q, ω)を近似するために使う。

1

ε(q, ω)
= 1 +

ω2
pl

(ω + iδ)− ω2
q

(B.33)

は (B.18)式に含まれる極の連続性を、ωqに置き換えることで作られる。有効プラズモン

周波数 ωqはクラマス・クローニッヒ（Kramers-Kronig）の関係から得られる、和の法則

ε′(q, ω)− 1 =
2

π
P

∫ ∞

0

dω′
ω′ε′′(q, ω′)
ω′2 − ω2

(B.34)
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を満たす事で選ばれる。(B.26)式により与えられる 3次元についての静的長波長極限を使

うと

ε′(q, 0)− 1 =
k2

TF

q2
=

2

π
lim
q→0

P

∫ ∞

0

dω′
ε′′(q, ω′)

ω′
(B.35)

であり、(B.33)式より、

ε(q, ω) =
ω2 − ω2

q

(ω + iδ − Ωq)(ω + iδ + Ωq)
(B.36)

となる。ここで

Ω2
q = ω2

q − ω2
pl (B.37)

である。(B.36)式は

ε(q, ω) =
ω2 − ω2

q

2Ωq

(
1

ω + iδ − Ωq

− 1

ω + iδ + Ωq

)
(B.38)

ここでディラックの関係式を使うと

lim
δ→0

1

ω + iδ − Ωq

= P
1

ω − Ωq

− iπδ(ω − Ωq)

lim
δ→0

1

ω + iδ + Ωq

= P
1

ω + Ωq

− iπδ(ω + Ωq)

であり、(B.36)式にもディラックの関係式を使うと

ε′′(q, ω′) =
ω′2 − ω2

q

2Ωq

[−πδ(ω′ − Ωq) + πδ(ω′ + Ωq)] (B.39)

が得られる。この結果を (B.35)式に入れると

P

∫ ∞

0

dω′
ε′′(q, ω′)

ω′

=
1

2Ω

∫ ∞

0

dω′
ω′2 − ω2

q

ω′
[−πδ(ω′ − Ωq) + πδ(ω′ + Ωq)]

=
1

2Ω

[
−π

Ω2
q − ω2

q

Ωq

− π
Ω2

q − ω2
q

Ωq

]

=
1

2Ω
πω2

q

となる。以上より

k2
TF

q2
= lim

q→0

ω2
pl

Ω2
q

(B.40)
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であり、(B.37)式より 3次元有効プラズモン周波数 ωqは

lim
q→0

ω2
q = ω2

pl

(
1 +

q2

k2
TF

)
(B.41)

となる。半導体中の電子正孔系の場合は

[~ωq]
2 = [~ωpl]

2

(
1 +

q2

k2
TF

)
+ G2

eff (B.42)

となる。ここで、Geff はEkの最小値である。なお、2次元の有効プラズモン振動数、プ

ラズマ振動数、遮蔽波数はそれぞれ

[~ω(k)]2 = [~ωpl(k)]2
(

1 +
k

κ

)
+ G2

eff (B.43)

ωpl(k)2 =
2πne2

ε0m∗ k (B.44)

κ =
2me2

ε0~2
(1− e−~

2βπn/m∗
) (B.45)

である。
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付 録C 光双安定性

　遮蔽されたクーロンポテンシャルはバンドギャップの再規格化を引き起こし、光双安定

性をもたらす1),2)。これは入射光の振動数 ωLを変化させた（これは化学ポテンシャルを

変えることに相当する）とき、電子正孔対密度若しくは準粒子のエネルギーの最小値Geff

が ωLに対して安定な領域が二箇所存在する事である。今、ハミルトニアン (2.50)式に次

の様な入射光とキャリアの相互作用の項

Hpump = λ
∑

k

[
c†kd

†
−kexp(−iωLt) + d−kckexp(iωLt)

]
, (C.1)

を加える。ここで、入射光は古典場と考えた。また、λは入射光とキャリアの相互作用の

エネルギーである。今、系は定常状態であると仮定し、ハミルトニアンに次の様なユニタ

リー変換

T (t) = exp

[
−iωLt

2

∑

k

(
c†kck + d†−kd−k

)]
, (C.2)

をする事で、(C.1)式の時間依存性を除去する3)。まず、一般の場合について考える。A,B

を演算子、λを係数として、演算子Bをユニタリー変換をすると

eiλABe−iλA = eiLAλ　 (C.3)

となる。ここで

LA ≡ AB −BA (C.4)

を定義した。これを用いてハミルトニアンから時間依存性を除去する。ハミルトニアンを

時間依存の項Hpumpと非依存の項H(= H0 + Hee + Hhh + Heh)に分けて考え、変換後の

全ハミルトニアンをHtotal、時間依存の項を H̃pump、時間非依存の項を H̃とすると、

Htotal = eiHtt/~(H + Hpump)e
−iHtt/~ −Ht (C.5)

であるが、時間非依存の項Hは、(C.2)式のユニタリー変換に対して不変である。このこ

とは次の様にして簡単に説明できる。例えば、
∑

k c†kckについて考える。Htを

Ht =
~ωL

2

∑

k

(
c†kck + d†−kd−k

)
(C.6)
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と定義するとユニタリー変換は

∑

k

eiHtt/~c†kcke
−iHtt/~ =

∑

k

eiHtt/~c†ke
−iHtt/~eiHtt/~cke−iHtt/~

= eiL1t/~c†ke
iL2t/~ck (C.7)

となる。また、(C.7)式において、

L1c
†
k′ = [Ht, c

†
k]

=
∑

k

[(
c†k′ck′ + d†−k′d−k′

)
c†k − c†k

(
c†k′ck′ + d†−k′d−k′

)] ~ωL

2
(C.8)

となる。(C.8)式において k 6= k′のときは右辺 = 0となるので、演算子はユニタリー変

換に対して不変である。k = k′の場合は L1c
†
k = (~ωL/2)c†k であり、ここから

L1c
†
k = ei~ωLt/2c†k (C.9)

となる。同様な計算により eiL2t/~ck = e−i~ωLt/2ckであるので、(C.7)式は

eiL1t/~c†ke
iL2t/~ck = c†kck (C.10)

となり、結局ユニタリー変換に対して不変であり、これはH の他の項についても同様で

ある。一方、Hpumpに対しては

eiHtt/~c†kd
†
−ke

−iHtt/~ = eiωLt/2c†ke
iωLt/2d†−k

= eiωLtc†kd
†
−k (C.11)

である。第二項についても同様な計算により e−iωLtckd−kであることがわかるので、結局

H̃pump = λ
∑

k

[
eiωLtc†kd

†
−ke

−iωLt + e−iωLtd−kcke
iωLt

]

= λ
∑

k

[
c†kd

†
−k + d−kck

]
(C.12)

となる。以上まとめると、ユニタリー変換後の全ハミルトニアンは

Htotal = H0 + Hee + Hhh + Heh + λ
∑

k

[
c†kd

†
−k + d−kck

]

−~ωL

2

∑

k

(
c†kck + d†−kd−k

)
(C.13)

で与えられる。ここで (C.13)式の右辺第六項は、ユニタリー変換により回転する座標系

へ座標系を変換したことによるエネルギーの底上げに起因する項であり、化学ポテンシャ
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ルの役割を担う。(C.13)式について (2.57)式以降と同様な計算を行うと電子正孔BCSエ

ネルギーギャップ方程式は

∆k = 2λ +
∑

k′
V s

k′−k

∆k′

Ek′
(1− fα

k′ − fβ
k′), (C.14)

と書き換えられる。なお、ζk, δζkは (2.86)、 (2.87)と同様である。図C.1、C.2にボーア

半径で規格化した平均対間距離 rs及び準粒子対のエネルギーの最小値Geff と化学ポテン

シャルの関係を示す2)。今、化学ポテンシャルと入射光は µ = ~ωL − Egの関係で結ばれ

る。図中の実線は化学ポテンシャルを最小値から増加させたときの結果であり、破線は最

大値から減少させた場合のものである。

図. C.1: rsの光双安定性

図C.1において λ = 0.001, 0.1は、rsが同じ µに対して安定な領域が二箇所存在するの

がわかる。rsの光双安定性はバンドギャップの再規格化が原因である。電子正孔対の密度

は (2.85)式から解るように、クーロンポテンシャルの遮蔽効果を通じてバンドギャップの

再規格化を引き起こす。一方、電子正孔対密度はバンドギャップの再規格化から自己無撞

着的に決められる。このことによりある範囲では化学ポテンシャルの変化の仕方（増加し

ているか減少しているか）によって 2つの安定な解が存在する事になる。図C.2において

はGeffの双安定性が確認される。ここで高密度領域において、λが大きい場合 (λ = 0.5)、

Geffも大きくなるのは、電子と正孔の間の相関が入射光が強くなるに伴い増大するためで

あると考えられる。また、λが小さい場合 (λ = 0.001)のGeff は励起子の束縛エネルギー

より大幅に小さいが、これは電子正孔間の相互作用が弱いためであると考えられる。すな
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図. C.2: Geff の光双安定性

わち、この領域で電子正孔BCS秩序が形成されているということがわかる。一方、低密

度ではGeff ∼ µであるが、これは系が励起子ガス状態であるため、minkζk ∼ µ, ∆k ∼ 2λ

であり、従って Geff ∼
√

µ2 + 4λ2となるためであると考えられる。図C.3、C.4に非遮蔽

クーロンポテンシャルの場合の結果を示す。光双安定性は非遮蔽クーロンポテンシャルの

場合は起こらないことがわかる4)。
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図. C.3: rsの光双安定性

図. C.4: Geff の光双安定性
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付 録D 電子正孔の高密度励起による有

効質量の変化

　本研究では有効質量は電子正孔有効質量差や異方性差の形で入力パラメータとして設

定した。また、我々は数値計算で ζkを求める際に、自己エネルギーについて自己無撞着

な解を求めたが、有効質量は有効質量近似 ((2.25)式)ではエネルギーバンドの分散の曲

率に依存するため、実際には自己エネルギーによる変化を受ける。本節では高密度励起に

よる自己エネルギーの効果がくり込まれた換算質量と有効質量比の変化を調べる。(2.86)

式より、エネルギーバンドが等方的な場合の電子正孔対の分散は

ζ
e(h)
k =

~2k2

2me(h)

−
∑

k′
V s

k−k′nk′ +
1

2

∑

k′
[V s

k′ − Vk′ ]− µe(h) (D.1)

である。ここで、me(h)はパラメータとして与える電子（正孔）の有効質量である。

はじめに、図D.1は幾つかの rsにおける電子正孔対のエネルギー（ζk）の 0 ≤ k ≤ 2の分

散関係である（以下ではくり込まれた有効質量またはくり込まれた換算質量を単に有効質

量、換算質量と呼ぶ）。rs間の比較をしやすくするために縦軸は ζk − ζk=0とした。図か

図. D.1: 電子正孔対エネルギー ζkの分散関係
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ら 10 ≤ rs ≤ 2では ζkの曲率は大きくなっているのがわかるが、これは換算質量が小さく

なっていることを意味する。一方、2 ≤ rs ≤ 0.7では rsの減少とともに換算質量は大きく

なっている。このことを詳細に調べるために、rsを低密度から高密度へ連続的に変化させ

て換算質量の変化を調べる。図D.2は基底状態の換算質量 (mr)と励起状態での換算質量

(m′
r)の比（δm）の rs依存性である。ここではエネルギーバンドは等方的、T = 0、σ = 1

とした。ここで我々は有効質量近似において、有効質量 (2.25)式は k ¿ 1において定義さ

れるということを考慮し、ζkの曲率の逆数を k ¿ 1の幾つかの点で平均化したものをm′
r

と定義した。図D.2において、δmは低密度 (1 < rs)ではm′
r/m0 → 1である。これは電

子正孔対数が少なることで ζに対する自己エネルギーの寄与が小さくなったためである。

低密度から高密度になるに従い、自己エネルギーの増加により換算質量は大きく減少し、

rs ∼ 3で極小値を取るがこれは図D.1からわかる曲率の変化の様子と一致する。

図. D.2: 電子正孔の励起による換算質量の変化

図D.3は有効質量比の rs依存性である。σはパラメータとして初期設定した有効質量

比、σ′は励起状態での有効質量比である。σ′はm′
rと同様に ζ

e(h)
k の曲率の逆数を十分小

さい kに対して求めたものである。有効質量比は σ = 1以外は δmと同様に rs ∼3で極小

値を取る。
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図. D.3: 電子正孔の励起による電子正孔有効質量差の変化
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付 録E 電子正孔BCS状態に対する電

荷非中性の効果

　伝導帯と価電子帯のフェルミ面の形状の対称性の破れは、エネルギーバンドの異方性差

だけでなく電子と正孔の数が異なる場合にも起こる。ここでは電子と正孔の数が異なる場

合、電子正孔 BCS秩序にいかなる影響を与えるかを調べる。本研究の結果は全て (2.69)

式で与えられる電荷中性条件が満たされている前提で得られた。しかしながら、実際は試

料作成の際に多少なりとも不純物の混入するため、電子と正孔の数を完全に等しくする

の困難な場合が多い。例えば、非常に純度の高い Si結晶においても約 1012cm−3の過剰正

孔が存在する。1)これは Siのモット転移密度 (約 1018cm−3)の 0.001%程度である。また、

CuClやGaAs等の化合物半導体ではこれよりかなり高いイオン化不純物が混入すると予

測される。そのため、電荷非中性の効果を調べることは、エネルギーバンドの異方性を

考えることと同様、非常に重要である。今、nh ≤ neの場合を考える。正孔数に対する過

剰電子数の割合を δne%で表した。ここで系は等方的 (ml/mt = 1)であり、電子正孔有

効質量差は無い (σ = 1)場合を想定するため、正孔数が過剰な場合も結果は同じである。

有限温度（T = 0.01, 0.03）における∆kF
の δne依存性を図 E.1に示す。電子正孔密度は

rs = 1.0, 0.8について計算した。rsは本来電子正孔対数によって決めるため、ne = nhの

場合のみに正確に得られるが、ここでは δneは neに対して非常に小さいので rsを求める

ことに限って近似的に n = (ne + nh)/2とした。T = 0.01に注目したとき、∆kF
は δneの

増加に対してある程度までは緩やかに減少するが、rs = 1.0では δne = 0.74%、rs = 0.8

では δne = 0.66%で急激に消滅する。これは過剰電子のために伝導帯と価電子帯のフェル

ミ面の形状の対称性が破れたためであり、上述の通り、エネルギーバンドの異方性差の効

果と同様のメカニズムである。この結果は言い換えれば、イオン化不純物の濃度を十分低

く抑えることができれば電荷の非中性は電子正孔BCS状態に大きな影響を与えないこと

となる。T = 0.03については、rs = 1.0, 0.8ともに δne ∼ 2.3%程度まで∆kF
は有限の値

をとる。これは、温度が高くなるにつれ、e
α(β)
k = 0前後でのボゴリューボフ準粒子の分

布関数の e
α(β)
k に対する変化が緩やかになるためである。

さらにKopaevは、電荷の非中性は電子正孔 BCS秩序を破壊する反面、エネルギーバ

ンドの異方性差による電子正孔BCS秩序の消滅効果を軽減する働きがあると予測した2)。
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図. E.1: 電子正孔BCSエネルギーギャップに対する電荷非中性の効果

（σ = 1、ml/mt = 1、(a)T = 0.01、(b)0.03、(c)T = 0.01、(d)0.03）

なお、清水らは電子正孔系において電子が僅かに過剰に存在しその電子同士に引力相

互作用が働いている場合、電子・電子相関もできて超伝導状態になるが、このとき超伝導

BCS秩序は電子正孔BCS秩序のない場合より数桁大きくなることを平均場近似を用いた

計算により予測した。清水らはこれを、電子正孔BCS状態にある電子と正孔が分極した

媒体となり、電子・電子相関を増強しているためだと考えている3)。
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